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Prefacio

El cero es el silencio antes del numero

El ntimero es el verbo matematico

Lo matematico es el calculo de la realidad
La realidad es lo tnico increible

Lo increible es lo que no podemos

Y lo que no podemos es lo que queremos.
Patricio Manns.

Este texto es producto - en elaboraciéon aun - del proyecto de desarrollo de la docencia
Texto de calculo anual para ingenieria civil, financiado por la Vicerrectoria de Do-
cencia y Extensién de la Universidad de Santiago de Chile.

Gran parte de los contenidos de los capitulos 1 y 2 estdn sacados del antiguo texto de
Célculo I escrito por Gladys Bobadilla y Jorge Billeke (Q.E.P.D.).

La idea motriz de los autores para emprender esta tarea es el profundo convencimiento
que ésta es una forma de contribuir a una cultura nacional independiente.

Aunque los temas tratados - generados en Europa entre los siglos 17 y 19 - forman
parte del patrimonio universal y existe una amplia y variada literatura, no es una razén
suficiente para que la universidad renuncie a crear su propio material docente. Esta labor
es tan importante como la creacién de nuevos conocimientos y necesita, como esta tltima,
de una tradicién para la cual se debe recorrer un largo camino de errores y rectificaciones.

Ademsds, queremos compartir con los jévenes estudiantes que usaran este libro, la re-
flexién del filésofo Gastén Bachelard (1884 - 1962) sobre lo que significa enfrentarse al
conocimiento cientifico: ”"Frente al misterio de lo real el alma no puede, por decreto, tor-
narse ingenua. Es entonces imposible hacer, de golpe, tabla rasa de los conocimientos
usuales. Frente a lo real, lo que cree saberse claramente ofusca lo que debiera saberse.
Cuando se presenta ante la cultura cientifica, el espiritu jamas es joven. Hasta es muy
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viejo, pues tiene la edad de sus prejuicios. Tener acceso a la ciencia es rejuvenecerse espi-
ritualmente, es aceptar una mutacién brusca que ha de contradecir a un pasado.”!

Agradecemos los valiosos comentarios de la Dra. Cecilia Yarur, la profesora Graciela
Escalona y el senor Luis Riquelme que nos ayudaron a mejorar la presentacion de este
texto. Agradecemos ademas, el apoyo técnico en la escritura digital, de la senorita Evelyn
Aguilar y el sefior Leonelo Iturriaga.

Finalmente, siendo ésta una versién preliminar, agradeceremos a quienes detecten e-

rrores nos lo hagan saber.

Gladys Bobadilla A y Rafael Labarca B.
Santiago, marzo de 2002.

!Gastén Bachelard: La formacién del espiritu cientifico. Ed. Siglo XXI, 1997.
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Capitulo 8

Integrales impropias y series

8.1. Integrales impropias

La definicién de integral de Riemann necesita dos hipdtesis minimas que son que la
funcién sea acotada y que esté definida en un intervalo cerrado y acotado. Cuando al menos
una de estas condiciones no se cumple debemos usar otros recursos para darle sentido a
las integrales. Hablaremos de integrales impropias cuando la funcién no es acotada en
el intervalo de integraciéon o cuando el intervalo de integracién no es acotado , es decir
tiene una de las formas siguientes : | — 00, al; [a, +o0[; | — 00, +00].

8.1.1. Integrales impropias de primera clase

Estas corresponden al caso en que la integracion se realiza sobre un intervalo no aco-
tado. Integrales impropias sobre intervalos no acotados o de primera clase

Definicién 8.1.1 1. Si la funcién f : [a, +0o[— R es una funcién integrable en [a, c] ,
para todo ¢ € [a,+oo[, entonces definimos:

/a " e = 1im / " F@)de,

c——+00

cuando este limite existe.

2. Sila funcién f :] — 0o, a] — R es integrable en [c, a] para todo ¢ €] — 00, a], entonces
definimos : . .
/ f(z)dz = lim / f(x)dx,

cuando este limite existe.

699



700 CAPITULO 8. INTEGRALES IMPROPIAS Y SERIES

3. Si la funcién f : | — 0o, 4+00]— R es tal que para algin a € R existen las dos

a +o0
integrales impropias / flx)dx y / f(z)dz , entonces definimos:
—00 a

+o0 a +oo
/ f(@)dz = / f@)de+ [ f(a)de.
Esta integral también puede denotarse como / f(z)de.
R

Observacién 8.1.2 Es importante notar que la definicidon de integral impropia sobrente-
grales impropia todo R no depende del punto a elegido. Para ver esto elijamos otro punto
b y supongamos -para fijar las ideas - que b < a. Entonces,

/_aoo f(x)dr = /_boo f(z)dx + /ba F(a)de

b a
Asi, / f(x)dx existe, y por lo tanto, la integral / f(z)dz también existe.
—00 —00

c——+400

c +o0o
Observacion 8.1.3 Si existe el limite 1im / flz)dr = / f(z)dx, diremos que la
a a

C

“+o0o
integral / f(x)dx es convergente. De manera andloga, si existe 11’1&1 f(z)dx =
a C—T00 a

a a
/ f(x)dx, diremos que la integral / f(x)dx es convergente.
—0o0 —0o0

Cuando los limites que definen las integrales impropias de la definicién 8.1.1, no existen
diremos que las integrales divergen.

1
Ejemplo 8.1.4 Sea f : [l,00[— R tal que f(z) = —. Analicemos la existencia de la
x

integral de f sobre su dominio.

+o0 +oo c d 1
/ f(z)dz = / ¢ 2dx = lim —f = lim ——
1 1

c—oo Jq xX c——+o0 €T

c 1
= lim <—— + 1> = 1.
1 c——+o0 C

“+o0o
Ejemplo 8.1.5 Analicemos la convergencia de la integral / e *dx.
0

)

—+oc0o c
e Pdr = lim e Pdr = lim ( —e*
0 c——+400 0 c——+400

= lim [1-e ‘=1
c——+o0
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Ejemplo de referencia El siguiente ejemplo generaliza el ejemplo 8.1.4 y constituye
una de las bases para usar los criterios de convergencia.

Ejemplo 8.1.6 Sia >0y p € R, entonces la integral impropia de primera clase
1-p
R | @ sip>1
a 7 +oo  sip<l.

En efecto,
s Sip=1.
+oo 1
/ —dr= lim (Inc—Ina)=+oc.
a X c——+00
» Sip#1.
c 1 x—p-ﬁ-l Cl—P al_p
/ —dr = =
o TP —p+1 1-p 1-p
Entonces,
~+o00 1 1-p 1-p 1-p 1
/ S dr= lm | -4 =% lfm c'P. (8.1)
o P c=too|1l—=p 1-—p p—1 1—pec—odoo

El ultimo limite de la ecuacion 8.1 tiene distinto valor segin p sea mayor o menor
que 1.

e Sip>1:enestecaso 1 —p <0, asi

lim ¢! = lim — =0.
c—+o0o c—+o00 Cp—l

e Sip < 1: entonces, 1 —p > 0, asi

lim P = 4+00.
c——+o0

Ejemplo 8.1.7 Casos particulares del ejemplo 8.1.6 son:

x3 3—1 8
+001 121—3
SRR N
1/2 X 3—1

“+oo 1
" / — dx = +o0.
2

Iz
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8.1.2. Propiedades de las integrales impropias de primera clase

Las propiedades basicas de la integral Riemann se extienden, mediante procesos de pasar
al limite, a las integrales impropias. Por ejemplo:

1. Linealidad: Si f y g son integrables en [a, ¢[ para todo ¢ € R, ¢ > a y si sus respec-
tivas integrales impropias sobre [a, +00[ son convergentes, entonces también existe-
es decir- es convergente la integral impropia de \f + pugsobre [a, +00] cualesquieran
sean los nimeros reales A y p y se cumple la igualdad:

/:OO(Af + pg) () do = A/a+°° Flz)dz + M/;OO o) dz.

2. Regla de Barrow Si f : [a,+00o[— R es una funcién continua en [a,+oo[ y si
F : [a,+00] — R es una primitiva de f en [a,c] para todo ¢ € R, ¢ > a y si la
integral de f sobre [a, +oo[ existe, se cumple que:

+o0 )
| raae = tim (P - F)

“+o0o
= F(x)

a

3. Cambio de Variable:

Si f : [a,4+00[— R es una funcién continua en [a,+oo[ y si ¢ : [a, B[— R es una
funcién con derivada continua en [a, 8[; Donde —co < a < 8 < 4o00; y si ademés
o(a) =a, p(t) — b~, cuando t — B~ y si ¢([a, B]) = [a, +00], entonces:

/a " flay = / O

Si una de las integrales es convergente (divergente), la otra también lo es.

4. Integraciéon por Partes: Si f,g son dos funciones con derivadas continuas en
[a, +00[ ¥ son convergentes dos de los tres términos siguientes, entonces:

—+00

+o0 +0o0
/ f(@)d (@)de = f(@)g(z)|  — / F(2)g(x)dz

a

Observacion 8.1.8 Todas las propiedades anteriores son validas para integrales
sobre intervalos del tipo | — 00, a]
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Criterios de convergencia para integrales de primera clase

Los criterios de convergencia estdn enunciados para integrales impropias sobre inter-
valos de la forma [a, 400, pero todos ellos valen de la misma forma para intervalos
del tipo | — o0, q].

Criterio de Comparacién: Sean f(x), g(x) funciones continuas, positivas y tales
que g(x) < f(x) para todo x > a. Entonces se tiene que:

+o00 +oo
= Si / f(z)dz converge, entonces / g(z)dzx converge.
a a

+o0 +oo
. Si/ g(z)dz diverge, entonces / f(x)dx diverge.

Demostracién: Observemos que si f : [a,+0o[— R es creciente y acotada supe-
riormente, entonces h'IJIrl f(z) existe. Definamos las funciones F' y G mediante las
T— 100

= /:f(t)dt

G(x) = /w g(t)dt.

ecuaciones:

Ambas funciones son crecientes, si x; < x2 entonces F(z1) / flt)dt < F(xq) =

/fdt/fdt+/f ml/f

Como f(z) > 0 la integral f( )dt es positiva y, por lo tanto, F(z1) > F(z2).
@
Del mismo modo se prueba que G es creciente.

Recordemos ahora, que por definicion:

lim F(z)= lim / flu du—/+oof(x)dx

Tr— 400 Tr— 400
“+o0o
Jim Gla) = tim [ " g(u)du = | s

Entonces, por hipétesis, ll’I_’I_l F(z) existe y como ademas F(z) > G(z), la funcién
T—T00
G es creciente y acotada superiormente. Por lo cual, h'rJIrl G(z) existe. Esto es
T—1T00

equivalente a tener la convergencia de la integral impropia de g. O
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Ejemplo 8.1.9 En los ejemplos que veremos a continuacion usaremos como integral
de referencia la vista en el ejemplo 8.1.4, que es una integral convergente.

. * dr
a) La integral: —— es converge. En efecto,
1 1+

1 1 >~ d *d
22 > 0, Por tanto, 0 < 2?2 <1422=0< g—:>/ v g/ a@r _q
1+x2 flf2 1 1+372 1 Z'Q

T | sen z|
dz
[

es convergente. Usando el criterio de comparacion, tenemos:

|senz| 1 o0 sen o0 | sen 7| teo g
|senz| < 1= s— < — = 5—dz < 5—dr < —dz.
X x 1 X 1 T 1 x

b) La integral

+o0 1
Como — dx es convergente, la integral dada inicialmente también con-
x
verge.

¢) Un ejemplo de divergencia por comparacién
“+oo
x
La integral I = ——— dx diverge.
g /1 2211 g
1

< .
2?24+~ 22+1
multiplicando la desigualdad por x que es positivo, obtenemos

z<1limplicaz?+1<z®+z por lo tanto,

€T < €T 1 ol 1 < x
O que 1mplica que, —— .
2tz 2241 due mIpHea que, =7 = 2 11

La integral de diverge, por comparacién también diverge I.

r+1

Criterio de comparacion al limite

Teorema 8.1.10 Sean f(x),g(z) funciones continuas , positivas. Entonces, para
T > a tenemos que :

f(x)

» Si lim ——= =K K # 0 , entonces ambas integrales impropias sobre [a, +00]

/a+oo flx)dz | /aJFOO g(x)dx

convergen o ambas divergen.
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“+o00o
= Si K = 0, entonces la convergencia de / g(x) dxr implica la convergencia
a

+oo
de f(x)dx.

“+o0o
= Si K = +o00, entonces la divergencia de / g(x) dxr implica la divergencia
a

+oo
de f(x)dx.

a

“+o0o
Ejemplo 8.1.11 Si:n € N, / e *x""dx converge.
+00 !
En efecto, / —dz converge y
1 x

—Z N

, € T , _
lim = lim (e ”Cw"-aj2)
T—+00 1 T—+00
2
= lim e *a"t?
r—-+00
mn+2
= lim

r——+oo eT

Este ultimo limite, si es evaluado en forma directa, da lugar a una forma indetermi-
. Foo . .
nada del tipo T por lo cual aplicamos L’Hopital, y obtenemos:
00
l,n—i—? (n + 2)$n+1

lim = lim
r—+o0o0 eT T— 400 er

. . . *too .
Que vuelve a dar lugar a una forma indeterminada del tipo Too’ por tanto, si
00

aplicamos sucesivamente L’Hdépital, obtenemos:

n+2 2 -..-2-1
i T gy (24D
r—+4oo T r——400 er

=0

“+oo “+o0o
Asi, la convergencia de / — implica la convergencia de / e *x"dx.
1 €z 1

Ejemplo 8.1.12 Si p,q > 0 la convergencia de la integral

+oo D
I:/ Y de,
1 1+.’L’q
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se puede estudiar usando comparacion al limite con la funcién i
i

i P 1 , z?
lim : = lim =1
z—4oo \ 14+ 29 x97P z—+o00 1 4 x4

Entonces, como k£ = 1, ambas integrales convergen o ambas divergen. Luego, como

+o0 1
sabemos que / .—p converge sig—p>1ydiverge si ¢ —p < 1, tenemos que:
1 X

= [ converge cuando ¢ —p > 1.

» ] diverge cuando ¢ — p < 1.

Ejemplo 8.1.13 Ahora haremos una aplicacién del ejemplo anterior.

+00 \/_

a) La integral I = dx diverge como consecuencia del ejemplo ante-

1 1+ Y=
. 1 1 ) 1
rior, ya que: p =gy ¢ =3 1mphcanque q—p:§—§<1,

dx converge. En este caso p = - y

N =

1+£2

> 1.

b) En cambio la integral J /
3
q = 2 implican que ¢ — p = 5

Ejemplo 8.1.14 Ejemplo de aplicacién del teoerema 8.1.10 cuando K =0

+0o0
a) La convergencia de I = / exp(—2?) dz puede obtenerse por comparacién al
1

limite con g(z) = —. En efecto.
x

f@) )

glx) e emtoo g(a)
En este caso K = (0 y la funciéon con la cual comparamos tiene integral impropia
convergente, por tamto la integral I es convergente.

b) Para ilustrar que en el caso de K = 0 la divergencia de g no implica la diver-

gencia de la integral de f, nos inspiraremos en el ejemplo anterior.
“+o0o

1
Sea I = exp(—x?) dz y aplicaremos el teorema 8.1.10 con g(z) = —, cuya
x
integral sobre [1,+oo[ diverge.

@) = f@)

g(z) e T emtoo g(a)

Pero, como ya sabemos, la integral de f converge y la de g diverge.



8.1. INTEGRALES IMPROPIAS 707
Ejemplo de aplicacion del teoerema 8.1.10 cuando K = +o0

+o0
a) La divergencia de I = / —— dx puede obtenerse por comparacion al limite
1

NZ3

con g(z) = —. En efecto.
x

L= — = lim —=F = +o0.

@)~ VE et g(a)

En este caso K = +o0 y la funcién con la cual comparamos tiene integral
impropia divergente, por tamto la integral I es divergente.

flz) = f(z)
9

b) Para ilustrar que en el caso de K = 400 la convergencia de g no implica la
convergencia de la integral de f, nos inspiraremos en el ejemplo anterior.

+00 1
Sea I = / — dz y aplicaremos el teorema 8.1.10 con g(z) = —;, cuya integral
1 Z x

sobre [1,4+o0[ converge.

fx

=x=— lim —/—% = +o0.
g9(z) z—-+oo g()

~—

Pero, como ya sabemos, la integral de f diverge y la de g converge.

8.1.3. Integrales impropias de segunda clase

Estas integrales impropias corresponden al caso en que la funcién no es acotada en el
intervalo de integracion.

Definicién 8.1.15 1. Si f :]a,b] — R una funcién tal que, para todo ¢ €la,b| ,f es
integrable en [c, b], entonces se define

b b
/ flz)dz = h'm/f(x)dx,

c—at
cuando este limite existe.

2. Si f : [a,b]— R una funcién tal que, para todo ¢ €la,b[ ,f es integrable en [a,c],
entonces se define

/ab f(x)dx = lim /acf(x)dx,

c—b~

cuando este limite existe.
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Ejemplo 8.1.16 La funcién f(x) = no estd definida para x = 0. Calculamos la

1
2z’
integral impropia:

1

L |
/0+ md:ﬂ = lim Q—dm: lim

c—0t /. \/E c—0t

= lim (V1-+ec) =1

c—0t
Definicién 8.1.17 Si f :]a,b|— R es una funcién tal que, para todo

c1 < ¢z €]a, b, f es integrable en [c1, ca| entonces se define

b o C2
/ f(x)dx = lim f(z)dx + lim f(x)dx,

a—a fo, co—b zo
para cualquier g €|a, b|, si los limites existen.
Ejemplo 8.1.18 1. Sea f:[—1,1] — R tal que
1
== ,x#0
fa) =% 07
1 ,xt =20

Esta funcién no es acotada en el intervalo [—1, 1], debido a que entorno a cero tiende
a Foo.Usaremos la definicién 8.1.17.

1 c 1
, 1 , 1
/_1 f(x)dl = 61—1}(?— /_1 %da: + cli}(r)g'/; 3—\/Edl
3

c J11
= lim —1‘2/3‘ + lim §1‘2/3
c—0— -1 c—0+ 2 c
e B (23 2/3 .3 (123 23
= Jim 5 (0= (1) tim 5 (12 - )
3 3
——§+§—0.

2. Sea f definida por: f:[-1,1] — R.

Como en el caso anterior esta funcién no es acotada en torno del cero. Veamos si

1
existe la integral impropia / f(x)dx.
-1
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1 c 1 1
/ f(z)dx = lim —dz + lim
-1

1
D) —de = [1 + IQ
c—0~-J_ 1T c—0t J. @

Segun la definicién 8.1.17 , para que la integral converga deben converger ambas
integrales. Veamoslas por separado.

c 1
I, = lim —:L'_1’ L= lim <—— —1) = +o0.
- c

c—0~ c—0~
Por lo tanto, la integral diverge.

Observacion 8.1.19 También se pueden aplicar estas definiciones cuando hay varios pun-
tos conflictivos a < ¢1 < cg < -+ < ¢y < b

b c1 co Ccn b
[ r@ae= [ f@dos [T r@de ot [ @t [ faa,
a a c1 Cn—1 Cn
donde cada integral de la derecha se ha obtenido como un limite.

Integral de referencia

Ejemplo 8.1.20 El ejemplo que veremos ahora constituye una integral de referencia para
aplicar distintos criterios de convergencia.
Sib>0ypeR, laintegral impropia de segunda clase:

bl—p .
/bx_pd$: 1_p Slp<1
o+ +00 sip>1.

En efecto, si e > 0 tenemos

b 1— 1—
pl-p _ c1-p
/ x_pdmzli; p# 1.
€ -p

Entonces,

b b
I :/ 2 Pdr = lim x Pdx
0

E— e

pl—p  lop
= lim —
e—=0\1l—p 1-p

M G

11m .
1—p e—0 1—p
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Cuando & — 017 tenemos:

i 1<
lim 7P =
e—0t
511’1%1+ P 1—p>0
Por tanto,
m 1P — +o0 sil—p<0
e—0+ 0 sil—p>0

Sip=1, entonces

= 4-00.

b 1 ) b
—dr = lim Inx
0o T e—0t

£

En particular, tenemos que

/1/2 1 9
| —d:L' = —.
o+ .711/2 \/5
21
0

+ /2

1/3 1
] / 3—d:U es divergente , pues el exponente de x es mayor que 1.
ot X /2

Propiedades de las integrales impropias de segunda clase

Las propiedades de la integral de Riemann se extienden, mediante procesos de paso al
limite, a las integrales impropias. Por ejemplo:

1. Linealidad: Si f y g son integrables en [a,b] y si sus respectivas integrales impro-
pias son convergentes, entonces también existe, es decir, es convergente la integral
impropia de cf + dg sobre [a, b[; cualesquiera sea ¢,d € R y se tiene:

Lb_(Cf(x) +dg(z))dz = c/a _ f(z)dz + d/ab_ g(z)dz

2. Regla de Barrow: Si f : [a,b[— R es continua en [a,b], si F : [a,b[— R es una
funcién primitiva de f en [a,b] y si existe el limite:

/a  fa)de = lim (F(t) —F(a)).

t—b—
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Entonces este limite es el valor de / f(x)dx lo cual lo podemos abreviar como:

-

a

3. Cambio de variable

» Si f:[a,b[— R es continua en [a,b].

» Sig:[a,B[— R tiene derivada continua en su dominio, —co < a < # < +00
tal que p(a) = a, ¢(B) — b~ cuando t — 3~ ysi

» o([ov, B]) = [a, 0]
entonces

/fd:c—/f (1) dt

Si una de las integrales es convergente (divergente) la otra también lo es.

4. Integracién por partes: Si v y v son funciones con derivada continua en [a,b[
y son convergentes dos de los tres términos de la ecuacién 8.2, entonces el tercero
también lo es y se tienen la igualdad:

b~ b~
/ w(z)v' (z) de = u(z)v(z) —/ o' (z)v(x) dx (8.2)

Observacion 8.1.21 Todas las propiedades son validas para integrales sobre intervalos
de la forma ]a, b], cambiando a por a™ y b~ por b.

Criterios de convergencia para integrales de segunda clase
Criterio de Comparacion

Si f y g son funciones positivas, integrables en [z, b],para todo x €]a, b tales que f(x) <
g(x) para todo x €]a,b|. Entonces:

b
= Si / g(x)dzx converge, entonces / f(x)dx converge. ademds se cumple que
a

/f dx</ g(z) da.
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b b
. Si/ f(x)dx diverge ,entonces/ g(x)dx diverge.

Observaciéon 8.1.22 La demostracién del criterio de comparacion estd basado en las
propiedades de la integral de Riemann y de los limites. En particular de la propiedad
siguiente: Si h :]a,b|— R es creciente y acotada superiormente, entonces lim h(z) existe.

r—b~

Criterio de comparacién en el limite
Si las funciones f, g son positivas e integrables en [z,b] para todo x €]a,b[, tales que

lim M:k:

a—at g(T)

b b
= Si k # 0, entonces las integrales impropias / f(z)dz y / g(x)dx ambas convergen
a a

o ambas divergen.

b b
» Sik = 0, entonces la convergencia de / g(x) dz implica la convergencia de / f(z)dz.
a a

b b
= Sik = +o0, entonces la divergencia de / g(x) dx implica la divergencia de / f(x)dx.

a

2
d .
Ejemplo 8.1.23 1. La integral [ :/1 o R— —9:433 1

integrando tiene una discontinuidad en x = 1 y usando el criterio de comparacion al

diverge. En efecto, como el

limite, escogeremos como g la funcién

x—1
1
f(z) _ a3 —a?+dr—4
g(x) 1
z—1
B rz—1
o3 — a2 44dr—4
_ z—1
(= 1)(22 4+ 4)
1

x2 44
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Por lo tanto,
1 1

lim = -
r—1 2 +4 5

£ 0.

2
1
Como / 1d1‘ diverge, la integral dada inicialmente también diverge.
1 T

/2
2. La integral / es convergente ya que:
0

sen

1 1
m C = Im 4 —2 =1

a—0t \/senx  /xr z—0t \ senz

Asi, como el cuociente es 1, sabemos que ambas integrales convergen, o ambas inte-
us

. . 2 dr .
grales divergen. Por lo tanto, usando la convergencia de 7, podemos concluir
0 x
/2y
que / converge.
0 sen x
o0 el‘
3. La integral / — diverge. Ya que,
0o Va3
c —e =",
/3 3/2
Por lo tanto:
eZE
/73
lim Y2 = Ifm e® =1,
e—0t 1 z—07t
372

Implica que el limite del cuociente cuando « — 0 es 1, por tanto, ambas integrales

1
convergen, o ambas divergen; y como la integral /0 o) es divergente, pues el
X
\/:B_3
que como ya hemos estudiado la convergencia en un intervalo del tipo S =]0,a[; a €
R, v hemos concluido que la integral alli es divergente, no es necesario estudiar que
ocurre en todo RT, por cuanto si diverge en S C RT, diverge en todo R™.

o0
exponente de z es mayor que 1, podemos concluir que / diverge. Notemos
0

8.1.4. Convergencia absoluta

Los criterios de convergencia vistos son validos cuando las funciones son no negativas, una
manera de estudiar convergencia de integrales de funciones con cambio de signo en los
casos en que la definicién sea dificil de aplicar, es la convergencia absoluta.
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b
Definiciéon 8.1.24 Si a,b € R, la integral impropia / f(x)dx se dice absolutamente
a

b
convergente si la integral / |f(z)| dx es convergente.
a

COos X

dx es absolutamente

“+oo
Ejemplo 8.1.25 La integral impropia de primera especie / 3
1 X

convergente. En efecto, usando criterio de comparacién con g(z) = — tenemos:
x

Ccos T 1
‘ 3 ‘<— x € [1,4o00[.
x

8.1.5. Otros criterios

Los criterios generales estudiados anteriormente no son suficientes para todas las dis-
tintas posibilidades que pueden darse, por ejemplo la integral

T gen z:
dx,
0 X

no puede ser estudiada con dichos criterios. Para ello se necesitan teoremas mas especificos
como el siguiente.

Teorema 8.1.26 Si f y g son funciones tales que:
1. f es continua en [a, ool

2. g es continua en [a,00[, ¢'(z) <0y lim g(z) =0.

Tr——+00

3. F(x) = / f(t)dt es acotada para x > a,

entonces
“+oo
| f@gte) ds,
a
es convergente.

sen T

“+o0o
Ejemplo 8.1.27 La integral / dx. converge.
0

X

+oo
Sen xr
dx
0 X

En efecto, consideremos:
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senx

Notemos que esta integral no es impropia en 0, por cuanto existe h’n%
T— €T

en z = 0 el integrando no diverge a oo, y por tanto podemos separar el dominio de
integracién en dos intervalos de la forma [0, a] y [a, +o0o]. Por simplicidad, consideraremos

a=1, asi:
—+o00 1 “+o00
sen x sen sen
dr = dx + dx
0 T o < 1 T

En el capitulo 3, vimos que dos funciones integrables que difieren en un punto, tienen la

misma integral. Sea:
sen x
{ i #£0

= 1; asi,

x )
1 ;=0

Entonces:

1
sen x )
Luego dx existe.
0 X

T gsen & 1 . . 1
En cuanto a / , sean: f(x) =senw ,g(xr) = ~ Esto implica que ¢'(x) = —— Por
1 x x x
tanto:

» Como f(z) =senx es continua en R, en particular lo es en [1, +00]

1
» g (z) = — g e continua en [1,4+o00[ y es negativa en dicho intervalo, ademads:
Ii (x) Ii ! 0
1m f— 11m —_ =
m—>+oog r r—+o00o I

x

=cos1 —cosz, y como:
1

|F(x)] <|cosl—cosz| <|cosl|+|cosx| < 2.

. F(m):Axf(t)dt:/lxsentdt:—cost

Por lo tanto, F'(z) es acotada, para todo z > 1

Asi,se cumplen las hipotesis del teorema 8.1.26, y por tanto:

+o0 —+o00
/ f(@)g(z)dx :/ e converge.
1 1

X

Lo que implica:

T gen gz Lsenx T gen z
dx = dx + dxr  converge.
0 T o < 1 T
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8.1.6. La funcion Gama

Dado p > 0, no necesariamente un entero, definimos la funcién llamada Gama, me-
diante la integral

+oo
I'(p) :/ P le % .
0
Esta funcién cumple las siguientes propiedades:

1. T'(p) estd bien definida para todo p > 0. (i.e. I'(p) € R).
Para ello divida el intervalo de integracion en dos partes: desde x = 0 hasta 1 y
desde 1 hasta x = oo y analice la convergencia de ambas integrales impropias.

2. (1) = 1.
3. T(p)=(@—-1I(p—1).

4. Sip € N, entonces
Ip) = (-1
5. Sip=mn+rconneNyre(0,1), entonces
L(p)=(p— 1@ —2)..(p —n)I'(r).

Esto nos dice que basta tabularla en (0, 1).

6. Mediante el cambio de variable = y? se tiene

+o0 2
I(p) = 2/ Y eV dy.
0

A partir de lo cual podemos deducir que:
1 “+o0o “+oo
I'z)= 2/ YV dy = 2/ e da.
0 0

2
1 1 +oo
—F(n i ) :/ 2" da.
2 0

2

7. Sin € N, se tiene
o0 9
I'(n/2) = 2/ Yy lemV dy.
0

8. Sin € N, se tiene
“+o0o
I'(n/2)=(n— 2)/ y”_3e_y2dy.
0
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8.1.7. La funcion Beta

Dado p > 0 y ¢ > 0 no necesariamente enteros, definimos la funcién llamada Beta,
mediante la integral

1
Bp,q) = / 21— 2)T .
0
La cudl cumple las siguientes propiedades:

1. B(p,q) esté bien definida para todo p > 0,q > (i.e. 5(p,q) € R)

1

3. ( Simetria)
Bp.q) = B¢, p)-

4. B(p,q) = %ﬁ(p +1,q—1).

5. Si g € N, entonces
(¢—1)!
p+1)..(p+qg-—1)

B(p,q) = o

y andlogamente si p es entero.

6. Si ¢ € N, entonces multiplicando numerador y denominador por I'(p) se tiene

I'(g)I'(p)

B(p,q) = Thtq

7. Haciendo el cambio = = sen?(t), se tiene

w/2
B(p,q) =2 / sin?? 1 (¢) cos® 1 (t)dt.
0

5(1/2,1/2) = .
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9. Suponiendo que la férmula (6) es cierta siempre. podemos demostrar que

r(1/2) = V7
Yo L /R
/0 e Vdr= 5

Ejercicios resueltos

1. Dos amigos deciden ir a ver una pelicula al cine, pero no logran decidir cual. El
primero propone “El Mosquito Asesino”, y el segundo “La Lagartija Sinvergiien-
a”. Para dirimir el problema, el primer amigo propone al segundo que resuelva la

siguiente integral:
1
1
1

Si la solucién es correcta, veran “La Lagartija Sinvergilienza”’, sino, veran “El Mos-
quito Asesino”. Considerando el segundo amigo que el problema es bastante facil,
acepta el desafio, y resuelve:

1 1 —11
1

/ —2:/ v 2de = T

1 -1 _1_

El primero dice entonces: “Creo que iremos a ver mi pelicula”.

=—-1-1=-2
1

a) ;Cémo pudo el primer amigo, sin resolver la integral, saber que el otro se
equivoco?

b) ;Cual fue el error del segundo amigo?. ;Cual es el verdadero valor del problema
propuesto?

Solucion:

a) Sin resolver la integral, el primer amigo noté que como x? > 0 para todo x € R,

1 . . .
entonces 2 > 0, para todo x € [—1, 1]; Luego, necesariamente, segtin la teoria,

1
/ — > 0. Asi, sin resolver la integral, detecté que la solucién era incorrecta.
1T

1
b) El error fue el siguiente: Si f(z) = pox Con f : [-1,1] — R; entonces 0 ¢

Dom(f), por tanto, la integral se debe separar en dos casos:

/11‘2 /11‘2 /1‘2’
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En donde cada integral es impropia de segunda clase. No obstante, usando el
1

1
dx
ejemplo 8.1.20, podemos decir que la integral / —5 » diverge, por tanto / —
0oz 1T
diverge.

2. Resolver:

“+o00 .’E2
—d
a)/o 1+a22"
2
x
b —d
)/Rl—i—w? *

Solucion:

+o00 2
x
a) / dx Es una integral impropia de primera clase. Usando la definicion:
0

1+ 22
+o0 2 l 2
T T
dr = lim ——dux;
/0 1 + I‘2 l—+o00 0 1 + 1'2

Sumando y restando 1 en el numerador, obtenemos:

.2 l l l
1-1 1 1
lim / T = h’m/ 1——)de= lim /dw—/ do'}.
l—-+oo Jo 14z I—+o0 Jo 1+=x I—+o0 (. Jo 0 1+ a?

Como arctan x es una primitiva de T2 tenemos que:

+ 22’
1 L ! !
lim / dx — / ——dr = lim (x| —arctanz
I—+o0 | Jo o 1+ l=+oo | g 0
lim (I — arctanl 4 arctan0) = lim (I — arctanl)
l—+o00 l—+o0

Aplicando limite obtenemos:
, T
lim (I —arctanl) = +o00 — = = +o00.
l—+o0 2
2

+oo
Por lo tanto: / %dw = 400, Por lo cudl la integral diverge.
0 x

2 +oo 2
/w_de:/ B
Rl—{—w — 00 1+$

b) Notemos que:
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Podemos escribir:

+oo 2 0 2 +oo 2
/ m 2da;—/ 1‘ 2dac—|—/ x—zdac
oo 14z oo L+ 0 14z

+o0 332

Como la segunda integral diverge, por lo calculado en 2a, / mdm di-
x
—00

verge

3. Utilice el Teorema 8.1.26 para demostrar la convergencia de:

/+°° sen T d
.
0 Ve

Solucion: Como:

sen T , senx
11m = l1im

2—0 Jx  2—0 \Jx
Sen

— lim vz -2 —0.1=0
x—0 xT

Ve
NG

Al igual que el ejemplo 8.1.27, la integral:

Lgen
dx
|5

no es impropia, y por lo tanto:

1
sen x

dr € R.
I

sen x

Para analizar la convergencia de ffroo dx, aplicamos el teorema 8.1.26, con:

vz
f(x) =senx
1
x)=—
g(z) = —=
» f es continua en [1,400]
1
» J(x) = W es continua y negativa en [1,4o00[. Ademas, xgrfwg(x) =

Iim — =0
r——+00 €T
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X
» F(x) = / sentdt = —cost + cos 1 es acotada para = > a.
1

“+o0o
Por lo tanto, se cumplen las hipdtesis del teorema 8.1.26, y entonces /
0

converge.

4. Demuestre que:

Notacion:

Solucion:

In"z = (Inz)"

Consideremos:

1
/ In"z = (—1)"n!; n € Ny
0

1
/ In"z
0

Notemos que 0 ¢ Dom(Inz), por lo tanto debemos calcular:

Asi, en virtud de la definicién de integral impropia de segunda clase:

Sea:

Y por tanto:

= Sixz =1, entonces:

= Si z = 0, entonces:

1
/ In" z
0+

1 1
/ In"z = lim In™ x
0

+ e—0t Jo

x = ¢eP, entonces:
dr = ePdp

el =1 «—
p=Inl <=
p:

e =¢ <—
p=Ine

721

sen T

NS

dx
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Por lo tanto:
1 0
lim In"z = lim e - In" el dp
e—=0t Je =0 Jine
0
= lim p"ePdp

e—0T Jine

Notemos que si € — 0T, entonces Ine — —o00. Sea i = Ine; entonces,
0 0
lim ptePdp = lim ptePdp

e—=0% JIne H==00 Jy

"
= — lim p"ePdp
H—=3 Jq

Sea:

p = —t; entonces:
dp = —dt

= Sip =0, eontonces —t = 0, lo cudl implica que t = 0
= Si p = u, eontonces —t = u, lo cudl implica que t = —pu.

Y por tanto:

——00

1 —h
— lim / p"ePdp = —limpy — —oo/ —(—t)"e " tdt
0 0

nw
= lim (—t)™ e tdt

H—=03 Jo
= (=1)" lim t"e tdt
p——00 Jg
Notemos que cuando p — —oo, tenemos que —pu — +00. Sea 3 = —u, entonces:
— B
(—=1)" lim / t"e tdt = (—1)" lim t"etdt
H——00 Jq B—+o0 Jo

Lo cual, por definicién de integral impropia de primera clase es:

+oo
(—1)" / thetdt
0
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Y por tanto, podemos concluir que:
+o0 oo
(—1)"/ thetdt = (—1)”/ D —1e—t gy
0 0
= (-1)"T'(n+1); comon € N
= (=1)"n!

Por lo tanto:

1
/ In"z = (—1)"nl; n € Ny
0

1
5. Para f(z) = vt

23
+o0o
a) Determine / f(x)dx
0

+oo
b) Determine / f(x)dx
2

c¢) Calcule:
/ f(z)dx; Donde:L = {z € R: |z| > 2}
L

Solucion:

723

a) En este caso, la integral es impropia tanto de primera clase como de segunda
clase, por cuanto, por un lado estamos trabajando sobre un dominio no acotado
[0, +00[, y ademds 0 ¢ Dom(f); luego nos conviene separar el dominio de
integraciéon en dos partes, de la forma [0, +oo[= [0,a]U[a,+oo[. pero como

sabemos que f estd definida para todo a € R™, escogemos a = 1, As:

+oo 1 1 1 +oo 1
/ x—i; d:U:/ x—i; d:v+/ x—; dzx.
0 T o T 1 x

Y ocupando la definicién, esto es igual a:

1 l
1 1
lim Tt dr + lim / a:+ dx.
1

e—0t J¢ x3 l—+o0
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Notemos que:

1 1
=———-—+4C.
r  2x2
luego:
1 l 1
1 1 1 1 1 1
lim x+<m+1mt/x+<mzlm‘————— bl [ —— =
e—ot J. a3 l—+o0 J; a3 e—0t \ 222 l—+oo \ 222 @

Evaluando obtenemos:

tip {20 (g ) fam { (g 7)o 0 )

Lo cual es simplemente:

1 1 1 1
Ii — — + - Ii — — =
i, < 3+ 9¢2 + 6) +l—g-noo <2l2 ] +3>
Aplicando limite obtenemos:
(—3+00+00)+(0—0+3) =400+ 3 = +o0.

Por lo tanto, la integral diverge.

3
x
pues esta sobre un dominio de integracién no acotado, pero f esta definida para
todo valor en el intervalo [2,4o00|. Asi, aplicando la definicién obtenemos que:

/+°°m+1 Pr4+1
2

+00 +00 |
b) / f(x)dx = / dr Esta es una integral impropia de primera clase,
2 2

dx

;—dr = lim 3
x p—+oo Jo x

Usando los resultados del item anterior, concluimos que:

T +1 , 1 1\
s—dr = lim | —-— ——
9 x p—+00 2z T
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Aplicando limite obtenemos:

0-0+1=1.

+oo 1
/ Tt dr =1
2

3

Por lo tanto:

/Lf(:n)d:n _ /_: f(m)dw—l—/;oof(m)dm
-2 1 2

21 oo q +o q
= —d —d —d —d
/—oo$2x+/—oo$3x+/2 x2x+/2 xga:

“+o0o
las integrales de la forma / —pdm, con p > 1, a > 0 convergen. Ademas,
x
a

como ) es par 'y -3 €s impar, entonces claramente:
T T
1 oo
L 2 z
1
L T

/Lf(w)da: = 2/2+00 %dw

Por lo tanto:

6. Dada:



726 CAPITULO 8. INTEGRALES IMPROPIAS Y SERIES

+o0
a) Calcule, si es que existe, / f(x)dx

b) Si F(x) = / f(u)du, Sin resolver la integral, determine:

1) Dominio de f.
2) Signo de f.
¢) Responda la pregunta anterior, resolviendo la integral.

d) Generalice el Teorema Fundamental del Célculo, para calcular F'(z). Analice
la existencia de puntos criticos y el crecimiento de F'.

€

f

g
h

Calcule F”(x). Analice la curvatura de F.
Determine, si existen, asintotas horizontales y verticales de F'

,Cuél es el recorrido de F'?. Deduzca que 0 < F(x) <1

Calcule, si es que existen:

. /Rxf(m)da:

. / 22 f(x)dx
R
1
i) Determine M € R, tal que F(M) = 3

j) Determine P € R, tal que F(P) = «

Solucion:

a) Siestudiamos que ocurre en R™, Como sobre [0, +o0c[, || = z, podemos escribir
simplemente:
+oo 1 1 +o0
/ —ellgy = —/ e “dzx,
o 2 2 Jo

—+00
Sea I = / e~ *dx. Esta integral puede ser resuelta por dos caminos posibles.
0

1) Usando la definicién:

+o0 P
I :/ e "dr = lim e dx
0

p—+00 J
p
= lim —e®
p——+00 0

= lim (—e?+41)
p—-+oo
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. 1 .
Como lim - = 0; se tiene que:

p—+00 €
lim (—e?+4+1)=0+1=1.
p—+oo
Luego:
—+00
1 —/ e dr =1,
0
1 1 1
1 1 Itadoes: —- I ==--1==
uego, el resultado es 5 5 5

2) Usando la funcién gamma:

+o00
MNa) = / t* e tdt
0

Colocaremos la integral a resolver bajo esta forma; asi:

+oo “+oo “+oo
I :/ e dr = / 2% dx :/ e %dx = T(1)
0 0 0

Como 1 € N; tenemos I'(1) = 0! = 1.

1 1 1
1 | resultado es: = - [ = = -1 = =
uego, el resultado es B B 5

1 _ . .
Como f(z) = 56 %l s una funcién par, entonces podemos decir que:

/ " f@)de = / L,

—0oQ — 00

asi:
+o0o +oo 1 1

/ f(m)d:sz/ —e bl =2. 2 =1
—00 0 2 2

b) Si F(x) = / f(u)du, entonces:

|
F(x) Z/ §e_|“|du.

—00

1
Como el integrando, f(u) = 56"“', es continuo para todo u € R, y sabemos

que la integral de esta funcién converge en R, entonces F' siempre existe, asi
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Dom(F) = R. Por otra parte, como la funcién exponencial es siempre positi-

1 1
va, entonces: 56"”‘ > 0, para todo u € R, luego: / ie_h"du > 0, para todo
A
A C R; en particular si A =] — oo, z]; « € R, por lo tanto:

0
F(z) = / f(u)du > 0; para todo z € R.

Luego, F' es siempre positiva.

c¢) Resolviendo la integral:

Flz) = /_OO Fu)du = /; Selau,

Notemos, que como hay un valor absoluto en el integrando, debemos distinguir
entre los casos z > 0,z < 0.
Sea B =] — 00, x]

» Siz <0, entonces B C R, por tanto |u| = —u, para todo u € B. Asi:

F(z) :/le_|“|du
B2

:/le_(_“)du
B2

Luego, el problema se reduce a calcular:

Ocupando la definiciéon tenemos que:

| 1
F(x) = —edu = lim —e'du
oo 2 p—=00 Jp 2

e}

Calculando la primitiva,y evaluando en los limites de integracién, obtenemos:
xX
=— lim (e* —€P)

F(z)= lim —e" =g Hm
» p

p——o0 2

Como sabemos que si p — —oo, entonces e? — 0 nos queda que:
1 1

— lim (e® —eP) = =€

2 p—>—oo( ) 2

Luego, podemos concluir que:



8.1. INTEGRALES IMPROPIAS 729

» Siz >0, entonces B =Ry UL, donde £ =]0,z] C R, Ast:

1 1
Flz)= [ e l¥du = —e .
2 ~ur 2
B Ry UL

Como los conjuntos son disjuntos, obtenemos simplemente:

1 1 1
F(:c):/ §e_u|du:/ §e_|u|du+/ 56_|“|du
Ry UL R c

Claramente |u| = u, para todo u € L, y |u| = —u, para todo u € R, luego:

1 1
Fl(x :/ —e”du+/ —e “du

Lo que en terminos més simples puede ser escrito como:

0 1 " T q Y
F(x) = 3¢ du + ; 3¢ du

Claramente el primer miembro de la suma es F'(0). Asi,

e | 1 1]
P%w)zszo>+3/’—e—Udu::—<+j/ gy
0o 2 0

0

2 2
Resolviendo la integral involucrada, obtenemos que:
1 1 v 1 1 1
@) =g+ 5| )= g —e )b g =15

Por lo tanto: 1
F(z)=1- 56_‘”; x>0

1 .
—e” Siz <0
2
F(z) =
1, o
1—=€e® Siz>0
2
Donde claramente se aprecia que Dom(F') = R, ademds, como la funcién expo-
nencial es siempre positiva, vemos que la primera rama de la funcién lo es, en
cuanto a la segunda rama, notemos que e~ % es una funcién decreciente, cuyo

maximo valor en ]R(J{ se alcanza en el 0, y este valor es 1, a partir de ahi la
funcién siempre decrece y por tanto la tercera rama es siempre positiva.

d) Recordemos que el Teorema Fundamental del Célculo nos dice que si:

F(x) :/ f(t)dt; a € R; entonces:

P =1 [ s =
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Como este teorema es valido para integrales de Riemann, que no son impropias,

escribimos:
T q a 1 1
F(z) _/ —e_“|du—/ —e_|u|du+/ —e"“'du; cona€R
—00 2 — 0 2 a 2
luego:

d @1 1
/ _ = =yl e (1]
F'(x) T </_OO 5¢ du+/a 5¢ du>

¢ 1
Como / —e gy existe, y es constante, su derivada es 0. En cuanto a

—0o0
x

—e"“‘du, como a € R, es una integral de Riemann, y por tanto, podemos

aglicar el Teorema Fundamental del Céalculo, Asi:
1 1
F'(z) =0+ §e_|x‘ = §€_|x| = f(x).

Luego:
1
F'(z) =0, siy solo si, §e_|x| =0.

Lo cual jaméas ocurre ;asi, F carece de puntos criticos. Por otro lado, como

1
F'(z) = 56"“3' > 0, para todo x € R, F es siempre creciente.

&) F(r) = L (F/(a)) = o <%e—|x|>

Notemos que:

%e”, z <0
F'(z) = f(z) =
%e_”” x>0
Luego:
= Six<O0:
d d (1 1
FFo =5 (5) = 3¢
= Six>0:
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s Siz=0:
Como en este punto se produce un cambio de definicién de F’, debemos
estudiar la existencia de F”(0) = f/(0), Usando la definicién de derivada:

F”(O) — f/(O) — %11% f(o + h})L — f(O)

o simplemente

o £ = £(0)

h—0 h

1
Notemos que si h — 0T, entonces f(h) = §e_h, pero si en cambio h — 07,

1
tenemos que f(h) = —el; por tanto deben separarse los casos:

2
o fm)—fO) et =3
1 =1
B0+ h P, h
factorizando o
202D 1 e o)
h—0+ h 2 h—0t h
Recordemos que:
, b —1
lim =1Inb
u—0 u
haciendo un cambio de variable de la forma h = —u, notamos que si h — 07T,

entonces u — 07, y podemos reescribir nuestro limite como:

1 ., e“—1 1, e“—1 1
— lim =—— lim =——lne=—<
2 u—0- —Uu 2u—0- u 2 2

Notemos que como el limite que hemos usado de referencia existe para
u — 0, significa que en particular existe por derecha y por izquierda, y
obviamente converge al mismo valor.

Por otro lado, si h — 0~

lim 22 I i 22
h—0— h h—0+ h

factorizando
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En este caso, aplicamos en forma directa el limite de referencia y vemos

que:
1 (eh—1) 1
— lim —— =—lne=—
2hoo- R 2 T
Asi, vemos que no existe el limite cuando h tiende a 0, y por ende, no existe
F//(o)
Luego:
Lo, <0
55 T
F'(z) = f'(x) =
1 X
——e x>0
5¢ x

o lo que es lo mismo:
" L. —|z|
F'(z) = —ESlgno(x)e ; e R—{0}

Observando la forma de F”, vemos que F” > 0,siz <0,y F” <0, si x > 0,
luego la funcién F es:

» Convexa sobre | — oo, 0[

» Concava sobre |0, +00]

Es interesante notar que el 0 es un punto de inflexién para F, pese a que F”(0)
no estd definida; la razén, es que en z = 0, hay un punto de cambio de curvatura,
recuerde que F'(0) si estd definida.

f) 1) Asintotas Verticales: Como F' es continua, carece de asintotas verticales.

2) Asintotas Horizontales:

» lim F(x) = lim Zelldy = / —el7ldz = 1, por lo visto
T—~+00 z—+oo [_ 2 oo 2

en 6a. Luego la recta y = 1 es una asintota horizontal

» lim F(z) = lim —eloldy = / —e1"ldz = 0, pues la in-
2 2

T——00 T——00 | _

u
1
tegral / 56_‘x‘dx es convergente para todo u € R. Luego la recta
—00
y = 0 es otra asintota horizontal
g) Como F es derivable en todo R, entonces F' es continua en todo R; ademés,
como F' es siempre creciente y positiva, y tiene por asintotas verticales las rectas
y=0ey=1, entonces Rec(f) =] —1,1[; luego 0 < F(x) <1
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h) h-1

h-2

1
Para analizar la existencia de la integral / zf(x)dx = / x - §e_|$| dx
R R

Analizaremos la existencia de la integral sobre R* . Usando integracién por
partes tenemos

/ xe Ydr = (—ze " + /em dx) ‘
0 0

Tomando el limite cuando ¢ — 400, obtenemos que dicha integral converge.
Ahora podemos usar que f es par y x es impar, y por lo tanto, su producto
es impar. Asi, la integral sobre R vale cero.

Observacién: Este problema puede ser resuelto usando la funcién I'.Se
recomiemda al estudiante que, como ejercicio, lo resuelva por esta via que
es mucha maés rapida.

Nuevamente analizaremos la existencia de la integral impropia sobre R* .
Esto puede ser hecho usando la definicién o la funcién I'. Presentaremos
ambos métodos.

Usando la definicién tenemos,

o0
/ 22 dr = .
0

u = 2 — du = 2xdx
dv=e¢*dx — v=—e".

Integrando por partes:

Asi, tenemos que
C
C
lim 22e % dr = lim ( — e Tg?
c—-+00 0 c—-+00

+ 2/ ze ” da:).
0

0

Aplicando la propiedad de limites,

Cc
Cc

> +2 lim ze Tdzx.

lim ( — e Ty?
c——+o0 0
0

c——400

Aplicando nuevamente integracién por partes:

U =2x — du=dx
dv=e*dx — v=—e "
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Asi, obtenemos
4

)+2 lim (—e_xa:

c—+400
0

C

+ /OC e—:ndm)

0

lim ( — e T y?

c— 400

2 C

lim —+2 hm —+2 lim (—e %)

c—+oo e€ c—+400 c——+00

0
_ 2

, C ; C P -
— lim — -2 lim ——2 lim (e “—1)
c—+oo € c—+o0 e€ c—+o00

= (k)

00
El primer y segundo limite dan origen a formas indeterminadas de tipo —

para los cuales usaremos regla de L’ Hopital. el tercer limte es directo. Asi,
la expresién (**) queda como:

2 1
(xx) = — lim 9 lim — —-2(0-1)
c—+oo e c—+oo e¢
2
=— lim —+4+2=2.
c—+o0 e¢

Por lo tanto,

+oo q
/x2f(w)dx:2/ ZelPldy = 2.
R o 2

Usando la funcién Gamma

+oo +o0o
/ 2% f(x) de = / ie  dr = / 23 le™ dr = T(3).
R 0 0

Como 3 € N, entonces I'(3) = 2! = 2.

1 M
F(M) = 5 <:>/ eIl g =
Pero,
1M
se M <0
F(M) =472 ’
(M) {1—e—M/2 M >0
s SiM <0
1 1, 1 v
FM)=- <<= ze¥==- <= " =1 < M=hl < M=0.
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s SiM >0
Mo 1 1
F(M):l—e2 =- = e M= = eM=1] —= M=0
Luego,
1
F(M)zi = M=0

P
F(P)=a <= / §€_|$|d113204.

1
Notemos que si « = =, entonces P = 0 por lo visto en 65. Como F' es creciente,
1
sia < 3 — P < 0 y se busca con la definicién de F sobre R™, y si

1
a> - = P >0 y se busca usando la definicién de F' sobre R*.

1
» Sia<
ta<g
1 L p P
F(P):§ = e =a e =20 <= P=In2a.
1
s Si —
10z<2
F(P)=-<=1l--e =a=2-e =20 =220 =el’ <= P =1In(2-20).
Asi,
1
In 2a¢ a<§
= 1
In(2—2a) a>1.

Ejercicios propuestos

1. Demuestre que las siguientes integrales convergen e interprete geométricamente .
+oo 1
a ——dx
) /0 z2+1
+o0 1
b ———dx
) /0 zt+1

+o0 $2
—d
C)/O A1
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+oo
/ x2+1

e da
0

/0 a:+2)d
1
g)/o (:U2+4)2d$
|
h)/ dx
0 11—z
1

1
! NEToIEr

Indicacién: Usar comparacion al limite con g(z) =

1 1
”K1¢ﬂ—w%ﬂ+w%

k 7r/2 1 d

)/0 Vsenzx v
Fo0 dzx

l ——d

)/0 A+z)vz

+o0o
) / e dx

INTEGRALES IMPROPIAS Y SERIES

1—z

2. Demuestre que las siguientes integrales divergen e interprete geométricamente .

+o0o
/0 x2+1
-I—ool
/ ﬁdw
2
“+oo
/0 mlnx
/+°° w+3 d
“+oo
e)/
0 ﬂ+¢7
+ooe—m
f)/ —dx
0 X
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) /+OO 1
g —dx
0o Vz
+o0o e®
h / dx
' U
+o0o
i) / senx dx
0

Tsenx
] d
7) /0 5 dv

3. Demuestre que

—+oco
/ e 2™ dx = n! Indicacién: Use férmulas de reduccién o Funcién Gama.
0

4. Demuestre que

+o0 1
— do —
/0 e " cos(ax) dz T a2
5. Demuestre que
1 V2 | 1+ 2v2+2?
a — —dr =" |In————" 4 2arctan(zV2 + 1) + 2arctan(zv2 — 1) + ¢| .
)/1'4‘1‘1 8 1—2v2+ 2 ( ) ( )

Indicacion:

1+ a2t =14+ 2% + 227 — 222
= (1 +2%? - 222
= (1 —2V2+2H)(1 +2v2+2?).

x2

—d
x4+ 1 v

+o0
b) Encuentre el valor de /
0

6. Demuestre que

a)/ z* dng

x4+ 1

+oo
b) / 1 dr = Y27
0 xr +1 4

1—2vV2+ 22

In
14 2v2 + 22

7. Demuestre que

/‘-i-oo 1 T
dr = —
o l+a2+at+ab 4
Indicacién: Observe que
T+ 22+ 2%+ 25 = (14 22)(1 + 2*) y use los ejercicios 1a,5b, 6b .

+ 2arctan(zv2 + 1) 4+ 2arctan(zv2 — 1) + ¢| .
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8. Demuestre que

b 1
de =
/a Vi(z—a)(b—x)

Indicacion: Use el cambio de variable © = x — a y a continuacion use una nueva
variable v de modo que
1 _1
u—5(b—a)=35(b—a)v.
No se olvide que al cambiar de variable debe cambiar los limites de integracion.

1-— 1] —
9. a) Calcule HII%) ﬂ.j)Qué puede decir de la integral / ﬁ dx ?
r— x 0 T

1—
b) Calcule lim oSt

z—0 \/5 '
T 1 —cosx
¢) Demuestre que — —dx
0 T
converge usando criterio de comparacién al limite con g(z) = — eligiendo un
T
p apropiado.

2

10. a) Calcule lim ——.
2—01 — cosx

s d .
b) Demuestre que / L
o 1—cosx

diverge.

11. Demuestre que las siguientes integrales convergen:

a) /07r In(sen x) dzx

w/2
b) / In(tan x) dx
0

1
1—=x

1
12. Demuestre que la integral / In ( ) dx, converge.
0

Use el cambio de variable: y = 7 .
—x

13. Dada la curva y = xe®, demuestre que el drea A acotada asintéticamente por la
parte negativa del eje X y la curva vale 1.
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14. Demuestreque el volumen del sdlido de revolucién que resulta al girar en torno al
eje X la regién acotada por dos semiejes positivos, la recta y = 1 y la curva y =

3
cotanh z — 1, vale 7(1 +2In2 — 3 In3).

15. Utilice el Teorema 8.1.26 para demostrar que las siguientes integrales convergen:

+o0
a) / sen 22 dz. Use el cambio de variable u = /.
0

+o0o
b) SL Je, si0<p<2.
D
0 X
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8.2. Series Numéricas

Intuitivamente una serie es una suma infinita de nimeros. Como aritméticamente no se
puede sumar una cantidad infinita, estas sumas deben ser tratadas con el concepto de
limite.

8.2.1. Conceptos generales

Definicion 8.2.1 Una serie de término general a, ,a, € R, n € N se denota

S:Zan

n=0
y se define :

1. La sucesién de sumas parciales de la serie como aquella cuyo término general es

n
Sn:a0+a1+a2+...+...+an:Zai. (8.3)
i=0

2. La suma de la serie como el limite de la sucesiéon de sus sumas parciales, es decir:

> an= lim S,=85. (8.4)
n=0

n—-+o0o

Si tal limite existe, diremos que la serie converge hacia S, si el limite es +oo
diremos que la serie diverge a +oco. Si las sumas parciales oscilan, diremos que la
suma de la serie oscila.

Nuestro objetivo es estudiar métodos que permitan analizar la convergencia de series. En
primera instancia debemos tener presente todo lo estudiado en la seccidon de sucesiones
2.1. Por ejemplo, aplicando la propiedad de las sucesiones monétonas estudiada en
la seccién 2.1.3, toda sucesién mondtona y acotada es convergente, asi obtenemos el mas
elemental de los criterios de convergencia para series.

+oo

Teorema 8.2.2 Si la serie g a, es de términos positivos, es decir, a,, > 0 para todo
n=0

n € N y si la sucesiéon de sus sumas parciales es:

1. Acotada superiormente, entonces la serie es convergente.

2. No es acotada superiormente, entonces la serie diverge a +o0.
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Teorema 8.2.3 Criterio de divergencia

+o0
1. Si la serie g a, es convergente entonces la sucesién (ay)nen tiende a cero.
n=0
—+00
2. Si la sucesiéon (a,)neny no tiende a cero , entonces la serie E an es divergente.
n=0

Demostracion:

1. Si la serie es convergente entonces, la sucesion de sus sumas parciales converge.

Ademds, lim S, = lim S,_; = 5. Como el término general de la serie se puede
n—-+o00 n—-+o00

escribir en funcién de los S,,, tenemos:

anp = Sp — Sn-1,
luego,
lim a, =0.
n—-4o0o
—+00
2. Si una serie g an es tal que
n=0
lim a, # 0,
n—-4o0o

entonces no puede ser convergente.Pues, si lo fuera, por el item anterior tendriamos
lim a, = 0. Y esto contradice la hipétesis. O
n—-4o0o
Recordaremos una serie estudiada en la seccién 2.1, la serie geométrica que es una
de las series de referencia.

“+oo
Una serie de referencia: la serie geométrica La serie geométrica de razon r, g r"
n=0
es tal que :
1 .
+o00o 1—r ; S1 |T’ <1
n _ 1 2 o e Yy — :
E:Or = dm (Lprtr® ™) =y Csir>1
—

no existe , sir< -1
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8.2.2. Series de términos positivos
Criterios basicos de convergencia de series

En esta secciéon supondremos que las series son de término general positivo, es decir,
an > 0.

Teorema 8.2.4 Criterio de la integral.
+o0o

Si g a, es una serie de términos no negativos y si f : [1,00[— R es una funcién no

n=1
negativa, decreciente e integrable, tal que h’rf f(z)=0y f(n) =a,, paratodo n € N.
T—T00

Entonces,

() 0< lim {Sn—/lnf(x)dx} <a.

n—-4oo

—+00 “+00
(ii) Z a, converge si y sélo si / f(x)dx converge.
1

n=1

Demostracion:

(i) En efecto, para cada k € Ny x € [k, k + 1] y usando que f es decreciente, se tiene
la desigualdad:

fk) =z f(z) = f(k+1)

Por las propiedades de integral, podemos escribir:

k+1 k+1 k+1
/k fode = [ fa)de= [ f(h+ s

k k

Como

Se tiene que,
E-+1 k+1 E-+1
ap = f(k) = / F(k)dz > / F@)de > / £+ Do = aper.
k k k
Sumando estas desigualdades desde k = 1 hasta £k = n — 1 Obtenemos,
Sp—1=a1+as+ -+ an-1 2/ f(x)dw2a2+a3+~‘+an =5, —ai.
1

Luego,
—Sn_1=ap,— S, < —/ flx)dx < ay — Sy.
1
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Consecuentemente,

an §Sn—/ f(x)dx < ay.
1

Tomando limite cuando n tiende a infinito, tenemos:

lm a, < lim <Sn—/ f(a;)da;) < Hrf ai.
1 n—-—+oo

n—-+00 n—-+o00

Asi, por hipdtesis:

0< lim <Sn—/nf(:n)d:r> < aq,
1

n—-+o00

(ii) Ahora demostraremos que lim (Sn - / f (a;)da:) existe. Para ello demostrare-
1

n—-4oo

mos que la sucesion:
n
B,=S5,— / f(x)dx
1

es decreciente, y por el resultado anterior, sabemos que es acotada inferiormente por
cero.

En efecto,

By — By = <sn _ /1 ! f(m)dm) _ (an _ /1 " f(m)dm)
n+1

= / (f(x) = f(n+1))dx >0, pues f es decreciente.

Considerando la propiedad de las sucesiones monotonas, la sucesién B,, tiene limite, es
decir:
lim B, €R
n—-400

Como consecuencia de la existencia del limite de B,,, tenemos:

+00 +oo
» Si la integral impropia / f(z) dx converge, entonces la serie Z a, converge, ya
1

n=1
que esta se puede escribir como:
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+00 +oo
= Si la serie Z a, converge, entonces la integral impropia / f(x) dx converge, ya
1

n=1
que esta se puede escribir como:

+00 +oo
/ f(x)da::Zan— lim B,
1 n=1

n—-+o00

= Para la divergencia se razona de forma similar, ya que es la diferencia la que siempre
converge, lo que no implica necesariamente que cada una de ellas converja siempre
por separado.

O
Ejemplo 8.2.5 Ejemplo de referencia: la serie hiperarmonica La siguiente serie,

llamada hiperarmdnica, es muy usada como serie de referencia en los criterios de com-
paracion. Su comportamiento se obtiene como aplicacién del criterio de la integral.

= convergente si p >1
— es
—nr divergente si  p <1
“+o00 +oo
Teorema 8.2.6 Criterio de Comparacion: Si Zan y Z b, son series de términos
n=1 n=1

positivos tales que para algin K € R y algin N € N se cumple que:

+oo
(i) an, < Kb, para todo n > N, entonces, la convergencia de la serie Z b, implica la
n=0
o0
convergencia de la serie Z an-
n=0
—+00
(ii) an > Kb, para todo n > N entonces, la divergencia de la serie Z b, implica la
n=0
—+00
divergencia de la serie Z Q-
n=0
—+00
Demostracién: Si la serie Z b, converge, entonces sus sumas parciales son acotadas,
n=0
—+00
lo que a su vez implica que las sumas parciales de Zan también lo son. Por lo tanto,
n=0

converge.
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o o

Teorema 8.2.7 Criterio de comparacion al limite Si g Gn V g b, son series de
n=0 n=0

términos positivos y si ademds se cumple que:

entonces,

o0 o0
(i) Si KRT | Z a, converge siy sélo si Z b, converge.

n=1 n=1
o0 o0
(ii) Si K =0, entonces la convergencia de E b, implica la convergencia de E G -
n=1 n=1

[e.e] [e.e]
(iii) Si K = 400, entonces la divergencia de Z b, implica la divergencia de Z ap, .

n=1 n=1
Demostracion: Para simplificar podemos suponer K = 1. De la definicién de limite con
1
K=1lye= 3 podemos deducir la existencia de un n € N tal que si n > N, entonces,
an, 1

2 oal<y

Si y solo si,
1 anp 3

S <l
25 2

El resultado se obtiene aplicando el teorema 8.2.6 dos veces.

Teorema 8.2.8 Criterio de D’Alembert o de la razén o del cuociente.

Si u
. 1
p= lim nt ,

n—-4oo [07%

entonces la serie de términos positivos,

+o0 convergente si p<l1
Z an es « divergente si p>1
n=0

no se puede concluir nadasi p=1.

Demostracion:
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= Sip<l1.
Dado € > 0 existe N = N(g) tal que n > N(e) implica que
p-e< ™ <pie,
Qn

Ademads, podemos suponer que p+ ¢ < 1. En este caso :
tni1 < (p+8)an anya < (p+e)ants < (p+e)(p+e)an = (p+2)°an

y sucesivamente
antp < (p+€)an.

De esta forma,
N+p p

Z an < aNZ(p—i—s)j.
n=N j=0

La ultima serie es una serie geométrica de razén menor que uno. Por lo tanto, es
convergente. Luego,

+o0 N +o0 N +o0
YD) I SIS Jraes preest
n=0 n=0 n=N n=0 7=0
Por lo tanto, la serie converge.
» Sip > 1, asumiendo que (p —¢) > 1 se prueba la divergencia de la serie. O
Ejemplo 8.2.9 Si A € R,n € N,z €]0, 00[, consideremos la serie de término general:
An

anp =n"z".

Aplicando el criterio de la razén tenemos,

anp1  (n+ 1)zt ( 1>A$

an, nrxn

Entonces,

, An+1
lim L —

n—+0oo  ap

Luego, la serie es convergente para 0 < x < 1 y divergente para = > 1.
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Teorema 8.2.10 Criterio de la raiz o de Cauchy.

Si

= Ii 1
p= L (em),

entonces la serie de términos positivos,

+o0 convergente si p<l1
Z an es « divergente si p>1
n=0

no se puede concluir nadasi  p=1.

Demostracion: La demostracion de este resultado es similar a la demostracién del
criterio de la razén y se deja de ejercicio. O

Ejemplo 8.2.11 Consideremos la serie de término general a, = 27"~ (=D"  Aplicando
criterio de la raiz, tenemos,

S|=

lim /" = lim (2—”—<—1>">
n—-4o0o n—-—+o0o

It 27’"’(’1”
= 11m n
n—-+o0o
(=1-(=D"
= lim 27127 =
n—oo
(_1)n+1
= lim 27'2 =
n—oo

Usando la continuidad de la funcion 2%

Por lo tanto, la serie es convergente.



748 CAPITULO 8. INTEGRALES IMPROPIAS Y SERIES

(_1)n+1

Observe que lim = 0, pues, por el teorema de acotamiento:

n—0o0

1< (=)t <

1 _ (=™t 1
mn n n
1 -1 n+1 1
— IiIm — < lim ( < Ilim -
n—-+4oo N n——+oo n n—4+oo N
1 n+1
0< lim L <0
n——+4oo n

Teorema 8.2.12 Relacién entre el criterio de la raiz y de la razén.

Si el limite lim existe entonces, también existe lim {/a, y son iguales.
n—+0o0  Gp n—-4o0o

Observacion 8.2.13 El teorema 8.2.12 dice que si uno obtiene la convergencia de una
serie mediante el criterio de la razon, el criterio de la raiz da la misma informacién. Pero, el
reciproco no es verdad, es decir existen casos en que el criterio de la raiz da la convergencia
de una serie y el del cuociente no. Este es el caso de la serie dada en el ejemplo 8.2.11,

1 .
no existe. Ya que:

para la cual Iim

n—-+oo Ap,
A1 9—(n+1)—(-1)"*! B 9—n—1—(=1)"+1
an, o 2-n—(=1)" o 2-n—(-=1)"

_ 91Dk () g 1= (=) (D) (D)

— g—142(-1)"

., Qn41 . ;.
La sucesién no tiene limite pues,

Gn
2 sin es par
an+1 — 2_1+2(_1)n _
an . .
3 si n es impar

8.2.3. Series de términos alternados: criterio de Leibniz
“+oo
Definiciéon 8.2.14 Si a, es positivo para cada n, la serie Z(—l)

n=1

ntlg se llama serie

alternada.
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Teorema 8.2.15 Si la sucesién {a,} es una sucesién decreciente que converge a cero,
“+00

entonces la serie alternada Z(—l)”“an converge. Ademads, si S denota su suma y Sy,

n=1
es su enésima suma parcial, se tiene la desigualdad:

0<(=1)"(S—5Spn) < ant1-
Demostracién:
So, = a1 — ((ZQ — ag) — . — (agn_g — agn_l) — agop < ag.

Por otra parte,

Sont2 — Sop = A2p41 — G2p+2 > 0.

Por lo tanto, la sucesién {S3,} es una sucesién acotada creciente y por el teorema de las
sucesiones monétonas, ella converge. Similarmente, {S2,—1}, por ser una sucesién acotada
decreciente, también es convergente. Estas sucesiones tienen el mismo limite, ya que

Sont1 — Son = agp41 — 0.

La convergencia de las sumas parciales {S,,} se sigue del hecho que , para cada n existe
m tal que

SQm < Sn < 52m+1-

La desigualdad del enunciado se sigue de las dos desigualdades siguientes:

—+00 “+o00
(=1)"(S = Sn) = Z(—l)k+1an+k = Z(an+2k—1 — apt2r) > 0.
k=1 k=1
+o0
(=1)™(S = Sp) = ant1— > (anyok — Anaok—1) < dny1.
k=1

O

(=n"

“+o0o
Ejemplo 8.2.16 = La serie alternada Z
n

n=1

€S Convergente como consecuencia

del criterio de Leibniz.

—+00 —+00
En cambio, la serie g
n=1

= g — es divergente, como caso particular del
n

(=D"

n

n=1

ejemplo 8.2.5.
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Jr
: = (-)" : o .
= La serie alternada E 5— es convergente como consecuencia del criterio de Leib-
n
. n=1
niz.
+oo (_1)n +oo 1
En este caso, la serie de los valores absolutos g 5—| = g —5 es convergente,
n=1 n n=1 n
como caso particular también del ejemplo 8.2.5.
8.2.4. Convergencia absoluta y condicional de series
“+oo
Definicién 8.2.17 = Diremos que la serie E a, converge absolutamente si la
n=1
“+o0o
serie E lan| converge.
n=1

= Si una serie converge y la la serie de sus valores absolutos diverge, diremos que es
condicionalmente convergente.

Ejemplo 8.2.18 La serie alternada

= (=)™ absolutamente convergente si p > 1
es
condicionalmente convergente 0 <p <1

o o
Teorema 8.2.19 Si E lan,| converge, entonces la serie g a, converge.

Criterios para convergencia condicional

Los criterios para la convergencia absoluta son los mismos que vimos para la conver-
gencia de series de términos positivos. A seguir estableceremos algunos criterios para la
convergencia condicional.

Teorema 8.2.20 Si {b,} es una sucesién decreciente y {A,} una sucesién acotada, en-

o0
tonces la serie Z Ap(by, — bpy1) es absolutamente convergente.
b=1

Demostracion:
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P P
Z |An(bn - bn+1)| < ZK|bn - bn+1| =
n=1

n=1

:K~(b1—bz)—|—K(b2—b3)—|—"'—|—K(bp—bp+1) =

= K(by — bps1) < Kby.

P
Esto es, la sucesion de sumas parciales S, = Z | Ay (b, — bry1)| es acotada. Como se

n=1
trata de una serie de términos positivos debe ser convergente. O

Teorema 8.2.21 Criterio de Abel: Sea (b,) una sucesién positiva, monétona decre-

o o0
ciente a, una serie convergente. Se cumple que bna, es convergente.
n

n=1 n=1
Demostracion:

P
Cp :anan:albl—i—agbg—i—-”—i—apb =
Consideramos a las sumas parciales n=1

=A1b1 + (A2 — A))ba+ -+ (Ap — Ap_1)by

J
donde A; = Z a, €s una sucesion acotada.
n=1
Asi :
Cp = Al(bl - b2) + A2(b2 - b3) oot Ap—l(bp—l - bp) + Apbp
i.e.
p—1
Cp — Apbp = > An(bn — bny1).
n=1

El resultado anterior asegura que la serie del lado derecho es convergente. Como

o
lim, oo A, = a lim, b, = b > 0 se tiene que la sucesién de sumas parciales
p— o0 Ap n Y p—o0 Up s
n=1
C)p)peN, €s una sucesion convergente. O
p/pEN,

Teorema 8.2.22 Criterio de Dirichlet Sea {b,} una sucesién de términos positivos,
+oo
monotona decreciente y tal que lim b, = 0. Sea Z a, una serie cuyas sumas parciales

n—-4oo
n=1
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“+o00
estan acotadas y que no es necesariamente convergente. Entonces la serie E anb, es
n=0
convergente.
Ejemplo 8.2.23 Si a,, = (—1)" entonces Ay = 1 6 0. Asi, para cualquier sucesién

positiva, mondtona decreciente b,, con limite igual a cero, se cumple que
—by + by — b3 + by — - -+ ,es convergente.

En particular, para todo « > 0, se tiene que:
o oo
(~1)" (—1)"
SV er ¢ > OV cn
= n° — log(1 4 n)

Observacion 8.2.24 La importancia de la convergencia absoluta y su gran diferencia
con la convergencia condicional es mucho mas profunda de lo que podriamos pensar en
primera instancia. La convergencia absoluta de una serie implica la convergencia a la
misma suma de cualquier arreglo entre los términos de la serie. Si la serie s6lo converge
condicionalmente, siempre existe un arreglo de sus términos de modo que la suma del
arreglo converge a un numero dado a priori. Esto lo establece el teorema de Riemann
, cuya inclusion en este texto es solo con fines de cultura matematica.

+oo +oo
Definicion 8.2.25 Sea ¢ : N:— N una aplicacién biyectiva y sean Z an v Z b, dos
n=1 n=1
series tales que
bn = ay(n), paratodon € N. (8.5)
+oo “+oo
Entonces Z b, se llama una reordenacién de Z .
n=1 n=1
“+oo

Teorema 8.2.26 Teorema de Riemann Sea g a, una serie condicionalmente conver-

n=1
gente. Dado I' € R existe una reordenacién de ella que converge a I'.

Demostracion:
Definamos las sucesiones b, y ¢, por:

a, sia, >0 0 sia, >0
b, = . Cn =
0 st ap <0



8.2. SERIES NUMERICAS 753

Tenemos que a, = b, — ¢, ¥ |an| = by + ¢,. Denotemos por A |, B, y C,, la enésima
suma parcial de la serie de término general |a,|, b,y ¢y, respectivamente.

1 1
Claro que B, = §(An + Ay Cp = §(An — A).
De acuerdo a nuestra hipdtesis A,, converge hacia un nimero y Ay, crece hacia infinito,

luego debe ser que > b, y > ¢, son series divergentes( caso contrario A} deberia tener
limite).

Formemos ahora la serie, Y wy,, de la siguiente forma :Se definen wy,ws, - ,wy,, con
la propiedad de que w; = b; parai=1,2,--- ,n1, donde njes el primer indice para el cual
Z;jl”_l b <T < Zi?l b;. Enseguida, definimos wy,+; = ¢; parai = 1,2,---ny donde
ny es el primer indice para el cual se cumpled ‘=2, < T < STEPH2 71y, Luego,
definimos Wy, 4ny+i = bn,+iparai = 1,2,---ng donde n3 es el primer indice para el cual
se cumpled = Tetne gy < P < SYEMANANS 4y asi sucesivamente.

Sea W, = Y i~ w;, la enésima suma parcial de la serie. Se cumplen las siguientes
propiedades : I' < Wy, Wpi4n, < T, TI' < Wyitnotns, . Ademads, claramente, se
cumple que: |Wn1 _F| < |wn1| ) |Wn1+n2 _'7| < |wn1+n2| ’ |Wn1+n2+n3 _F| < |wn1+n2+n3|Y7
sucesivamente |Wo, 4notng+tn; —L| < |Wny+ng+ng+-tn, | - Observamos que entre un indice
n; y Mi+1 se tiene |Wn1+n2+n3+---+ni - 1—‘| < |Wn1+m+n¢+j - F| < |Wn1+n2+n3+"'+ni+1 - F|?
para cada j con esta propiedad. Por lo tanto, tenemos que lim,, ., W,, =T.

Como la serie, Y wy,, contiene los términos de Y a, y ceros, concluimos que constituyen

una reordenacion de a,, y, en consecuencia, tenemos el resultado anunciado. O

8.2.5. Multiplicacién de series de términos positivos

—+00 —+00
Sean g G, g b, dos series cualesquiera. Si quisieramos hacer una multiplicacién

n=0 n=0
del tipo (ap+ a1 +az+ ...+ ag)(bo + b1 + b2 + ...+ by), procederiamos de la siguiente
forma. :

(a0+a1+a2+...+ak)(b0+b1+b2+...+bp) =
:a0b0+a0b1+a0b2+...+a0bp+a1b0+...+a1bp+...akb0+...+akbp
= apbg + (a0b1 + albo) + (aobg + a1by + agbo) + ...+ (ak_lbp + akbp_l) + akbp

Esto inspira la siguiente definicién.

—+00 —+00
Definicién 8.2.27 Llamaremos serie producto (de Cauchy) de Zan y an
n=0

n=0
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o
a la serie g Cn, Ccuyo término general ¢, estd definido por la ecuacién:

n=0

n
cp = agby, +arbp—1 + ...+ an,_1b1 +a,bg = Z arbn—k
k=0

o0 oo o
Teorema 8.2.28 Sia, >0y b, >0y Z an = Q, Z b, = 0 entonces ch = af.
n=0 n=0 n=0

Demostracion: Consideremos el siguiente cuadro:

aobo a1b0 QQbo agbo a4b0 PN
a0b1 a1b1 a2b1 a3b1 a4b1 e
CL()bQ a1b2 a2b2 agbg a4b2 .
aobg a1b3 a2b3 a3b3 a4b3 N

Sea d, la suma de todos los términos ubicados en el énesimo cuadrado y no los que
son parte del cuadrado (n — 1).

do = apbg, d1 = apby + a1b1 + a1bo,
dy = agba + a1by + agbs + azby + azby

Observamos que :

do = AoBo
di = (CL() + al)(bo + bl) — apbg = A1 By — Ay By
do = (CL() —+a + ag)(bo + bl) — A1By = AyBy — A1 By

dn = Aan - An—an—l

Haciendo la suma
do+di +...d, = A,B,

[o.¢]
puesto que A,, — «, B,, — (3 entonces Z d, = af O

n=0
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8.2.6. Multiplicacién de series en general

La multiplicacién de series convergentes no es necesariagmente convergente. Como ya
hemos demostrado que si las serie son de téminos positivos , entonces su producto es
convergente. La convergencia del producto falla cuando las series tienen términos que
cambian de signo. A continuacién veremos un caso.

Ejemplo 8.2.29 El producto de series condicionalmente convergentes no es ne-

cesariamente convergente Sean las series Y a,, »_ b, dadas por: ag =a; = by =b; =
—1)n
O,an:bn:%,nzz

Sid, = @, ella es mondtona, decreciente con limite cero.
k
Para ¢, = (—1)" la suma parcial ¢, = ch estd acotada y luego, por el criterio de
=2

o
Dirichlet, la serie E cndy, es convergente, es decir,

n=2
n

= (~1
;fog&) — Y=Yt er

n>2 n>2

[o¢]
Vamos a considerar ahora la serie producto E cn, definida a partir de las series dadas.
n>0

Cn = agby + a1by—1 + agbp_2 + ... + ap_2b2 + ap_1b2 + an_1b1 + anbo

R G ) Gt O i G O n ()2 (-1)?
log(2) log(n —2) ~ log(3)log(n —3) ~~  log(n — 2)log(2)
1 1 1 1

ek

log(2)log(n —2)  log(3)log(n—3) " " log(n —3)log(3) | log(2)log(n — 2)

De forma que si n es par

S _n- 3
Cp > 5 — 00
(log(3))?
v si n es impar, entonces
n—3
Cp < — — —O0

log(5(n — 1))]flog(5(n + 1))]

Por lo tanto concluimos que la serie producto no converge, a pesar de que cada una de
las series es convergente.
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Asi la convergencia de Y a,, ¥ Y b, no garantiza la convergencia de > ¢,. Como vimos,
en la seccién anterior, la limitacién a, > 0 y b, > 0 garantiza la convergencia de la serie
producto.

Teorema 8.2.30 Si > a, y > b, convergen absolutamente hacia « y [ entonces »_ ¢,
convergen absolutamente hacia af.

Demostraciéon: Al igual que antes la suma
agby + (a0b1 + a1by + albo) + (a0b2 + a1bg + agby + asb; + azbo) + ...

converge hacia el producto af.
Por otro lado como Y |a,| v Y |bs| convergen, se tiene que

laobo| + (Jagb1| + |a1b1| + |a1bo|) + (Jagba| + |a1ba| + |azba| + |azbi| + |azbo|) + . ..

€S COIlVergeIlte
Sean
do = |agbo|
dy = |agb1| + |aiby| + |a1 b
dy = |agba| + |a1be| + |agbs| + |agbi| + |azbo|

Claro que |d;| < d;.
Por lo tanto > |d;| < > d; € R.
Asi que )" d; es absolutamente convergente (y luego ) d; converge), es decir,

1. apby + (agb1 + a1by + a1by) + (agbe + a1ba + agbs + asby + agby) + . .. converge abso-
lutamente y luego

2. agbg+agb1 +a1by+a1bg+agbs +a1bs+asbo+asby +asby+-. . . converge absolutamente.

Sea o esta suma. Como la expresion en (2) se obtiene de la expresién en (1) elimi-
nando paréntesis tenemos o = (.

Por otro lado
|Cn| < |a0bn| + |a1bn—1| + ...+ |anb0|

y luego
Z|Cn|§d0—|—d1—|—d2+...€R

Por lo tanto ) ¢, es absolutamente convergente. O
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n
Ejemplo 8.2.31 Siay bson nimeros reales cualesquiera, fijos, se definen las series Z e
n=0
n
y Z —. Calcularemos el producto de ambas series.
n= 0
Solucion:

£2) (£5) £-

n=0 n=0
donde
k=n
Cp = Z arbp—k = anby + an_1b1 +an_2b2 + ...+ a1b,—1 + apby
k=0
a® an—l bl an—2 b2 pn
:m‘i' (n—l)!ﬂ—{_ (n_2)!§—|—...+...+m
amplificando por n!, obtenemos:
_(a+0b)"
n = T

Por lo tanto la serie producto es

io (a+b)"
vt nl

Teorema 8.2.32 Si > a, y > b, convergen a a y 3y si Y ¢, converge a 7 entonces
v =af.
Ejemplo 8.2.33 (a) Sea«(x Zanm anzn con Z lan| € R, Z bn| €
R. En este caso a(x) € Ry ﬂ( ) € R para |x] < 1. Como Z]cn] eR entonces
o0

c(x) = chw" € R para |z| < 1y claro que ¢(z) = «a(z)f(z). Para 2 — 1,
n=0

c(l) =~v=ap.
(b) Probar que
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(=n"

n+1

Solucién: a, = b, = , n>0

dan=) % = log(2)
n=0

Son=3 0 oy

n=0

Para n par

cp < 2

por lo tanto,
¢n < o(1) = K = constante

Anélogamente para n impar ¢, = o(1) < K.
Sea d,, = |¢,,| entonces d,—1 > d,,

1 1 1 1 1 1
el =leal = ot ot T T T eI oz wed
A1 1 1 1 171 1 1
_E[I_i] n—l[i_é] 1[ﬁ_n+1]_n+1
>l[l_l+l_l+” 11 ]_ 1
- 1 2 2 3 n n+1 n+1

1 1 1

por lo tanto,
len—1] > en]
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Como |¢,| es mondtona decreciente, positiva y con limite cero, entonces

|Cl| — |62| + |C3| — |C4| +...
o) —|Cl|+|62|—|63|+|64|—...

convergen, esto es Y ¢, € R por lo tanto

ch = Oéﬂ = (10g(2))2
8.2.7. Criterios mas especificos

o0
Teorema 8.2.34 Criterio de Kummer: Supongamos que b,, > 0, a, > 0y que Z b, =

n=0

N
0~ (ie. YA€RTIN €N tal que ij > A). Sea

n=0
, 1 ap 1
a= lim | — — .
n—00 \ by, any1 brt1
o0 o0
Si a > 0 entonces E an converge y si a < 0 entonces Z a, diverge.
Demostracion: Supongamos que a > 0. Sea N € N tal que n > N implica que
I a 1 - -
<— L) > 5. Multiplicando por a1y dividiendo porg, tenemos
bn Gp4-1 bn+1
3 lan ant1
py1 < — |7 — ,
« bn bn+1
Ntp+l = 3NV=N+p |05 _ @41 | _ ay _ ON4pt1 ‘ Ntp+l
luego > N1 a; < 520 N i el Bt el vl Asf la suma,y ;v aj, es
acotada y como es creciente, tienen limite, que es lo que deseabamos probar. O
Observacién 8.2.35 s El criterio de la razén es un caso particular del criterio del

Kummer cuando b, = 1,n € N.

= La forma general del criterio de Kummer es la siguiente: Sean
lim < 1 a, 1 >
o= — — y
n — 00 \ by ani1 bni1

1w 1
ﬁ:h’m—>oo<—a - >

n bn Ap+41 bn+ 1

o [o.¢]
Si a > 0 entonces Z an es convergente y si f < 0 entonces Z an es divergente.
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Un caso particular del criterio de Kummer es el siguiente teorema.
Teorema 8.2.36 Criterio de Raabe Supongamos que a,, > 0y

an

:l—i-z—i-F(n); con lim n-F(n)=0.
An+1 n n—00

o
1
Entonces E a, converge si 0 > 1y diverge si 0 < 1. En efecto; basta considerar b, = —
n

y aplicar el criterio de Kummer.

Ejemplo 8.2.37 Analizar la convergencia de la serie de término general
_1-3-5---(2n—-1)1

in 2.4---2n  n
Solucién: En este caso:
an _(2n+2)(n+1)_1+3+ 1
anr1 (2n+1n 2n - 4n(n+1/2)

De acuerdo al criterio de Raabe (en este caso o = 3/2)la serie converge. Observe que el
criterio de la razén no da ninguna informacién.

Observacion 8.2.38 El Criterio de Raabe no otorga ninguna informacién cuando o = 1.
Para avanzar un poco mas en estos casos se tiene el Criterio de Gauss.

1 t
(079 14—y n

Teorema 8.2.39 Criterio de Gauss Sea a, >0y .
Gn+1 n n-lnn

o0
Si lim ¢, > 1 entonces E a, es convergente y si ocurre que lim ¢, < 1 entonces la
n—+o0o 0 n—0o0
n=

serie es divergente.

Otra consecuencia del criterio de Raabe y del criterio de Gauss es:
Qp,

Teorema 8.2.40 Si =1+ 2+ F(n), donde lim n'*°F(n) = 0, para algin § > 0
n n—0o0

an+1
entonces la serie converge si o > 1 y diverge si o0 < 1.

El caso o # 1, es consecuencia de Raabe y el caso ¢ = 1 es consecuencia de Gauss.

Ejercicios resueltos
1. Calcule las siguientes sumas, si es que existen. Si no existen justifique por qué.

JE )

n=0
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Solucioén:

Solucién:
+oo n
5
23 (5)
n=>5

Solucién:

Solucién: » (—1)" <g>

o o
La serie geométrica g r" converge para |r| < 1y E r’t =

n=0 n=0

() oo 0 9
9) 5 9-5 4

n=0 1-—

L (5 5 5\°
! 9 1 1 N 9
1.0 12 1.5 4.5 ;.5
9 9 9 9 9
5 5 55
9 7 5
- - 4947

n=0
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n=1 n=0
+oo 5 n
N> (5)
n=>5
Solucion:
S () = () S (<) B (B) (2) £ B
n=>5 ) N n=5 9 n= 9 9 9 9 9
5 5
(22 5
B 1 9 1 1 9
- 5 5 - 5 5
- —= - —= 1+- 1+- 14>
1 < ) 1 < 9) + 9 + + 9
55
_ o5
14 14-94°
2. Verifique que el nimero decimal 0,9999... ... , con infinitos decimales iguales a 9 es
1.
Solucion:
0,99999-.- = 0,9+ 0,09 + 0009 + - --

=9-0,1+9-0,01+9-0,001+9-0,0001 + ---
= 9[0,14 0,01 + 0,001 + 0,0001 + - - - |

1 1 1 </ 1\"
_9'<E+W+W+“‘>_9<Z<E> )

n=1

= i L n—1 =9. ! —1| =09 E—1 —9-1—1
N — \ 10 N 1 1 - 9 9
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Solucién: Usando el resultado anterior, tenemos: [2],999--- = [z] + 0,9999--- =
[z] + 1.

4. Calcule las sumas parciales de las siguientes series y demuestre que:

400
a) Z (arctann — arctan(n — 1)) =

n=1

s
5 .

Solucién: Esta es una serie telescopica, asi:

k
v = Z(arctan —arctan(n — 1))
n=1

= (arctan 1 — arctan 0) + (arctan2 — arctan 1) + - - -

+ (arctan k — arctan k — 1)

= arctan k — arctan 0 = arctan k.

Por lo tanto,

o0
Z(arctann —arctan(n — 1)) = lim v = lim arctank = /2.
=0 k——+o00 k—+o00

b -~ —na? 1 —(n—1)z2\ _ 0 siz#0
)Z(ne —(n—1De )_ +oosiz =0
n=1

Solucién:
= Six#0:
k
Z(ne nx? (7’L _ 1)6—(n—1)m2) k —ka?
n=1
Como
I e =0

(0.]
Entonces, Z(ne_"x2 —(n— 1)6’_(n_1)x2) =0
n=1
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= Si x =0, tenemos que:

n=1 n=1
Por lo tanto,
k
Ii —(n—1)) =

5. Use el criterio de la integral para demostrar que las siguientes series convergen.

400 1

2y
n=1

x >0, entonces f(n)=a, y f

y f(z)=

Solucién: Sea a, =

14+ n2 14 22’

es mondtona decreciente. El criterio de la integral asegura que g a, converge

n=1

si y solo si / f(t)dt converge .

dt
/ f(t)dt = / P = (arctant)} = arctann — arctan 1.

Como lim arctann = — entonces / f(t)
n—oo

Como el criterio de la integral establece que si

Sp = Zak yI,= / f(t)dt entonces, 0 < s, — I, < ay. Se cumple que
k=1

0< an —/ ft)dt < ay.
n=1 1

Esto nos permite obetener una acotacién para la suma de la serie:

=1 T 1
0< ~(E-1) <l
—;1+n2 2 =2
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b)

765

Esto es:

oy
IN
IN
Y
N | —

S
I
—

400 1

D

4
n +1

400 2

n
2 T

Solucién: Sean f(z) = Toa0 g(x) = Es inmediato que :
x

f(z) < g(x), paratodo = > 1. Luego,

[ s [ g

o0
Luego, por criterio de comparacion la integral / f(z)dz es convergente.
1

1422

De esta forma, aplicando el criterio de la integral, se tiene que

[e.e]

1
2 T

n=1

es convergente.

o0

.2
g ne ",
n=1

Solucién: Sea f(z) = ze=. para aplicar el criterio de la integral debemos
demostrar que f es monoténa decreciente y positiva para x > 1. En efecto,

f(z) = e 4 xe_xz(—Za:) = e_rz(l —2z%).
El signo de f’ es el signo de (1 — 2x?). en particular, f' es negativa para

1
T > —=

7 Analicemos ahora la convergencia de la integral. Si u = —2, entonces
du = —2zdz , entonces:
n 1 _n2 1 _n2
/ ze " dy = ——/ edu = ——e"
1 2 -1 2 1
1 1
=5 e =g =)
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n

1
Por lo tanto, lim ze P dr = e
n— 400 2

-1

Por lo tanto, la integral converge.

6. Use el criterio de la integral para demostrar que las siguientes series divergen.

a)

+o0

n
Znz+1

n=1

Solucién: Sea f(x) = PR se deja como ejercicio verificar que esta funcién
x

es positiva y mondtona decreciente para x > 1. Para analizar la convergencia
de la integral, hacemos el cambio de variable:

w=22+1, du=2xdx.

n T 1 14n? du 1 14-n2
21 =3 W g
1 2 2

1
= E[ln(l +n?%) —In2].

Asi; lim 5dx = +o0.Por lo tanto la serie dada diverge, es decir:
n—oo 1 14z
o0
E L +oo
r2+1 ’
r=1

+oo 1

annn

Solucién: Sea f(z) =

f satisface las hipétesis del criterio de la integral. Usando el cambio de variable

dx

u=1Inz,du=—.
x

/n dr _/lnnd_u_lnu
o rlnz S u

B " dx
lim = +00.
n—+oc Jo xlnzx

. se deja al estudiante el trabajo de verificar que

Inn
=In(lnn) — In(In 2).
In2

Entonces,
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[e.9]

1
Lo que implica que la serie diverge, es decir: E = +o00.
=" Inn
+§ 1
c) —_—
“— (1++/n)

Solucién: Sean f(z) = (1 + vz)™!, g(z) = (1 + 2)~!. Es inmediato que

o@) <J@-
/1 1—|—$:ln(1+$)

n

=In(1+n)+ In(2).

Por lo tanto,

Asi,

(o @]
. 1 .
Luego, la serie nEZI T diverge.

7. Use el criterio de comparacion para demostrar que las siguientes series convergen.

+oo 1
a _
) Z n?+1
n=1
.. 9 9 1 1
Solucién: Como n® <1+ n“ entonces, — < —-
+n n
o0 1 o0
Como Z 2 es una serie convergente, tiene que Z T2 e R.
n=1 =1
—+oo
1
b) o7
n=1

Solucion: Para todo n>1,

1 1 =1

mgm.Porlotanto, ZWGR
n=1

+oo n

) Z nnze+ 1

n=1
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—n2

.. ne 2 . L
Solucién: Como 1 <ne™ ™ vy, en virtud del ejercicio resuelto 5d sabe-
n
o0 ) e ] ne,n2
: -n
mos que la serie E ne es convergente. Por lo tanto, g T2

n=1 n=1
8. Use el criterio de comparacion para demostrar que las siguientes series divergen.

400
Z\f

n+1

n=1

a)

NG 1

Solucién: Para todo n > 1, y/n > 1. Luego, e > .
—+o00 o0 \/ﬁ
di di t ti 1 i = .
Como Z is es divergente, se tiene que la serie Z i 400
n=1 n=1
400 1
b
) Z 3n+1
n=1
1 1 =
Solucién: = impli _
otucton 3n+1  3(n+1/3) Huptea ;Z’m—l—l
BRSNS
ot 3(n+1/3) 3n:1n~|—1/3
1 1
Como n+1/3<n+1 se tiene < .
n+1 - n+1/3
o o0 1
Usando que ;::1 T = +o00, concluimos que nz::l m = +o00

9. Use el criterio de comparacion al limite para demostrar que las siguientes series

convergen.
2) io n? exp(—2n)
— 4+l

Solucién: Sea a, = exp(—2n). Entonces la siguiente es una serie geométrica
convergente:
oo
1 1

—+00

_ —2\n _ _
D= () =gl
n=1

n=1
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2 by, n? ., by, , n?
Sea b, = ———a, entonces, — = 5 lim — = lim 5 =1
14n ap, 14+n* n—-occa, n—ocol+n

Luego, por comparacién al limite, ,dis Y >, b, converge.
+o00 4

N2 Gy

1

4
Solucién: Consid S an = 3 ¥ bp s
ucién onsideremos  ay, 3 y "(1+1/n2)2/2

b 4 _ 4
no n3(1 +n_2)3/2 o (n2)3/2(1 +n—2)3/2
_ 4 _ 4

(n2(1 +n—2))3/2 o (n2+1)3/2'

bn, _ 1

an (14 1/n2)32
lim = =1.
n—00 (p,

(o] 4 o0
Como Z — € R, entonces Z b, € R.
n

n=1 n=1
+oo
2n+1
) n(n2 —3)3/2°
n=1

Solucién: S = ! = ! = 1
olucion: ea anp = (n2 — 3)3/2 = (n2)3/2(1 — 3/n2)3/2 - n3(1 _ 3/n2)3/2'

(o.]
La serie Z a, € R.

n=1
on + 1 b o2n + 1 >
Sea b, = a,- + .Como lim =% = 1im + = 2 se tiene que Z b, € R.
n n—o0 (A, n—00 n

n=1

1
10. SiA >0y ap =

—» analizar la convergencia de la serie de término general ay,.
n

Solucién: Para esto consideramos la funcién f(x) = (z)™*, definida para 2 > 1.
Esta funcién es mondtona decreciente , no negativa y f(n) = a,. Tenemos que

o) .’L'_)‘_H
dy = ——— |
| e = S
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caso A # 1 y la integral es igual a log |z|7°, caso A = 1. De acuerdo con el criterio de
la integral concluimos que la serie es convergente si A > 1 y divergente en otro caso.

11. Para A > 0, analizar la convergencia de la serie de término general

1
p = ———.
" n-(logn)?
Solucién: Sea f(z) = 27 '(logz)™. Para A > 0 y = > 1 se cumple que f es
integrable, mondétona decreciente y no negativa.

((log(log z)[fs, 5 A =1
/Oodil‘_ % 0<A<1
L wloga)r | wM
R — 0<A<LA>1, =
_)\+1‘10g2 sy V= ) ) (log2)1_>‘
D082 s
\ A—1

De esta forma, la serie de término general a,, = 5 diverge para0 <A <1l.y

1
n(logn)
converge para A > 1.
12. Para A < 0, demuestre la divergencia de las series de términos generales :
>
[ | 7)\.
ot n(logn)
o

1
- Z nlog n(log(logn))*’

n=3

> 1

) 1;6 nlog(n)log(log n)(log(log(logn)))*”

1 ' 1

nlogn(log(logn))*’ nlogn oo @

Solucién: En efecto; sea a,, =

por criterio de comparacion tenemos que Z an, diverge.

n=3
Sucesivamente se hacen comparaciones para probar la divergencia de estas series.
Es posible probar(ejercicio) que estas series son convergentes para A > 1 y son
divergentes para A < 1.
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13. Analizar la convergencia de la serie

Zlog(l +n%).
n=1

Solucién: Si A < 0 entonces 1fmy, o @y, = lim,, oo log(1 +n"*) = 0o y la serie es
divergente.

log(1 +n=* —"
Para A > 0; h'Inn_)OOM = lim log <1—{—n_)‘)” A

n_>‘ n—oo
Ast, a, = log(1 +n~) y b, = n~* son comparable.
[e.e]
Concluimos que Z log(1 4+ n_’\) diverge para A < 1 y converge para A > 1.
n=1
14. Sean «, 3 y v ntmeros reales positivos, analizar la convergencia de la serie.

af N ala+1)B(B+1) N

1+
Loy o 12y (v+1)
. . af
Solucién: En este caso se tiene : ag = 1,a1 = 1.
Y

_ola+DBB+1) " _afa+l)-(atn—1BB+1) - (B+n—1)
1-2-y(y+1) * " 1-1--ny(y+1)---(y+n—1) ‘

Asi,

an ala+1)-(a+n=-1)ppB+1) - (B+n—-1) 1-2---(n+1)y(y+4+1)---(y+n)

e T (atn—1) o (ot mB (G )

_ (+l(y+n) _ P+ (y+Unty
(a+n)(B+n) n2+(a+B)n+af

n?+(a+B8n+af  (v+1—(a+p8)n y—a-f8

n?2+(a+B8n+af n?+(a+pn+aB  n?+(a+pB)n+af

v a 6 ’ 146
Sea F'(n) = . Es claro que lim, oo '™ F(n) =0 para0 < § < 1
(n) n2 + (a+ B)n + af d oo (n)=0p
asi que usando el colorario al criterio de Gauss tenemos que si v — (« + ) < 0
entonces la serie es divergente (i.e. si v < a+ ). Si la relacién v — (a« + 3) > 0 se

cumple entonces la serie es convergente (i.e. si v > a + f3).
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Ejercicios propuestos

1. Calcule las siguientes sumas, si es que existen. Si no existen justifique por qué.

(

n

)
v
)

ol ©

)

+oo
D
n=0
+oo
b D
n=1
“+o0o
2
n=>5
+oo

ol ©

n

n 9 "
0 > (3)
n=0
+oo 9 n
SIS
n=1
+oo 9 n
> (3)
n=>5
2. Calcule las sumas parciales de las siguientes series y demuestre que:

—+00

1
a)zmzl

n=1
Indicacion: Use fracciones parciales.

b1 1
= n(n+1)(n+3) 36

Indicacion: Use fracciones parciales.

3. Use el criterio de la integral para demostrar que las siguientes series convergen.

“+o0o

a) Z ne™"
n=1
“+o0o

1
2 Z (n+1)(n+2)

n=1

) LT

n=1
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4. Use el criterio de la integral para demostrar que las siguientes series divergen.

+oo
Inn
9 2L
n=2
+oo
n—+3
OB e aremrar
—(n+1)(n+2)
“+o0o

1
) L TF vy

n=1

5. Use el criterio de comparaciéon para demostrar que las siguientes series convergen.

+§ 4

a)
=R
= senzn
b) > —

n=1

—+00
1
6. Use el criterio de comparacién para demostrar que la serie g —_—
vVn?Z+1

n=1
7. Use el criterio de comparacion al limite para demostrar que las siguientes series

diverge.

convergen.
“+oo
1

@) Z (n+1)(2n + 1)1/2

n=1

+00 1
) Z (8n2 +1)2/3°

n=0

8. Un corolario 1til del criterio de comparacién al limite es el siguiente teorema que se
suele llamar criterio polinomial:
Si P(n) es un polinomio de grado p y Q(n) es un polinomio de grado ¢, la serie

+

~ P(n)
Q(n))

S
I
—

= Converge si ¢ >p—+ 1.
= Diverge si g < p+ 1.
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a) Demuestre el criterio polinomial

b) Use el criterio polinomial para analizar la convergencia de las siguientes series:

Ly
n:1n3+1

. X2 — Bn
— on?+1
+Oon2+n—1
=2 nd 41
n:l(n2_1)3

+o00 (TL2 . 1)3

D A

n=1
, 1 1 1 1
9. Demuestre que lim + + + ... = In 2. Para ello:
n—too\n+1 n+2 n+3 n+n
i 1 1 1 1 .
a) Escriba + + +... como una suma de Riemann de
n+1 n+2 n+3 n+mn

1
) = — 1,2].
f) = en [1,2
2
b) Justifique porqué dicha suma converge a / f(x)dx.
1

10. Usando el mismo razonamiento del ejercicio anterior demuestre que:

lim n_,.om_,on n m
I - = —.
n—too \n2+1 n2+422  n24 32 n? 4 n? 4

11. Usando el mismo razonamiento de los ejercicios anteriores demuestre que:
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8.3. Series de potencias

8.3.1. Series de Funciones

“+oo
Para z € R consideremos la serie Z fn(x). Esta serie puede converge para algunos

n=0
valores de x y diverger para otros. En general, la convergencia se da en intervalos. Si la

serie n(x) converge para todo x en algun intervalo cerrado [a,b|, entonces se puede
> falx) ge p g bl p

definir una funcién con dominio [a, b] tal que

“+o0o
f@)=> falx).
n=0

En estos casos podemos deducir propiedades de la funcién f a partir de las propiedades
de la serie o viceversa. A veces, al resolver ecuaciones diferenciales lineales usando series
de potencias, surge el problema de estudiar propiedades de la funcién definida mediante
una serie. Otras veces, dada una funcién f se quiere desarrollarla en serie, este es el caso
de las series de Taylor y de Fourier.

Para el estudio de las propiedades de funciones definidas mediante series, es importante
observar el tipo de convergencia.

En las series numéricas tenemos dos tipos de convergencia: convergencia absoluta y con-
vergencia condicional o simple.

Para el caso de las series o sucesiones de funciones tenemos convergencia puntual o simple
y convergencia uniforme. La convergencia puntual, es cuando la propiedad de ser conver-
gente depende del “x”considerado.

Definicién 8.3.1 Para cada n € N sea f, : [a,b] — R una funcién real. Diremos que la
sucesion de funciones {f,} converge puntualmente o simplemente a la funcién f si
para cada = € [a,b] y cada € > 0, existe Ny € N, Ny = Ny(e, x), tal que

|fn(z) — f(x)| < e paran > ng(e,x).

Lo importante de esta definicién es notar que el Ny a partir del cual la definicién de
convergencia se realiza depende de € y de  como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.3.2 Consideremos la sucesién de funciones {f,}, donde cada f, : [0,1] — R
estd dada por f,(x) = 2™ Sea f : [0,1] — R, la funcién definida por f(z) =0si0 <z < 1
y f(1) =1
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Demostraremos que la sucesion {f,}, converge puntualmente a la funcién f.
Para ello debemos buscar un nimero natural Ny tal que |2"| < e si n > Ny, esto es,

nlogz <loge.

Despejando n tenemos que,

log e

n > .
~ logx

1
Asi, sin > [ 08¢
log

3 loge
] = parte entera del nimero ] 8 entonces |z"| < e.
ogx

1
Observemos que, Ny(g,x) = [loﬁ] depende claramente de € y de x . Ademas, este Ny
og x

vale paraxz #0 y z # 1.
Para analizar la convergencia de la sucesién en x = 1, observemos que f,(1) = 1" = 1, para
cualquier n.es decir es este caso tenemos la sucesién constante 1 , la cual es trivialmente
convergente a 1.Por lo tanto, en este caso, Ny(g,1) = 1. De manera andloga, tenemos que
para x = 0, la sucesion es la sucesion constante 0, entonces también podemos escoger
No(g,0) = 1. En sintesis,

lim f,(z) = f(z), donde

0 si 0<zr<l1
1 si r=1.

Definicién 8.3.3 Para cada n € N sea f, : [a,b] — R una funcién real. Diremos que la
sucesion de funciones {f,,} converge uniformemente a la funcién f : [a,b] — R, si para
cada € > 0, existe Ny € N, Ny = Ny(¢), tal que

|fn(z) — f(x)] < e paracadan > Ny y z € [a,b].

Para la convergencia uniforme el Ny depende solamente de ¢ y es el mismo para todo punto
x, de ahi el nombre uniforme. De esto, podemos concluir que el concepto de convergencia
uniforme es mas fuerte que el de convergencia puntual. Asi, tenemos que:

convergencia uniforme - convergencia puntual

convergencia puntual #= convergencia uniforme

Ejemplo 8.3.4 La sucesién de funciones del ejemplo 8.3.2 converge puntualmente, pero
no uniformemente. La convergencia no puede ser uniforme ya que si ¢ < 1/2 entonces
siempre existe n; € N tal que n > ny implica 2™ > ¢ para algin = €]0, 1[. En efecto, basta
que se cumpla que z™ > 1/2 i.e. nlogz > —log2.
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Las definiciones 8.3.1 y 8.3.3 pueden aplicarse a las series de funciones, procediendo
como en el caso de las series numéricas , a considerar la sucesiéon de las sumas parciales
de la serie.

Sea, Sy, : [a,b] — R la sucesién de sumas parciales asociada a la serie de funciones de

n
término general f,,. Esta sucesién estd dada por : S, (z) = Z fj(x). Para cada n se tiene
J=1

que S,, es una funcién de [a,b] en R.
Definicion 8.3.5 Diremos que la serie de funciones término general f,, converge

» puntualmente a la funcién S(z) si la sucesién de sus sumas parciales converge
puntualmente a S(x).

» uniformemente a la funcién S(x) si la sucesién de sus sumas parciales converge
uniformemente a S(z).

o0
En ambos casos escribiremos Z funlx) = 11'111 Sp(x) = S(x), especificando en palabras
n—-+0oo
n=1
el tipo de convergencia.
“+oo
Teorema 8.3.6 Criterio de Cauchy La serie Z fn es uniformemente convergente si y
n=1
n—+p
solo si para cada € > 0 existe N(e) tal que | Z fi(z)| < € para cada n > N(e), cada
j=n+1

p € Ny cada z € [a,b].

Un segundo criterio para la convergencia uniforme es

400
Teorema 8.3.7 Criterio de Welerstrass Si existe una serie numérica E M,, conver-

n=1
gente, tal que

| ()] < My, para todo x € [a,b], neN,

+oo
entonces la serie de funciones E fn es uniformemente y absolutamente convergente.
n=1

n

x
Ejemplo 8.3.8 La serie de término general f,(x) = —; es uniformemente convergente
n

para |z| < 1. En efecto,
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@) = | =5

R |
Sﬁy Z:IEGR
n=

+oo
1
Ejemplo 8.3.9 1. Z ——— converge absoluta y uniformemente en [a, b].
—n +z

1 1 1 X1

Pues, = < —, aque z2 > 0 vy laserie — es convergente.

e I yaq =V n§—:1 n2 &
2 too n
7r —1)" cosnx
2. 3 +4 g ()72 converge absoluta y uniformemente en [a, b].
n=1 n
2 too

(—1)" cosnx

5 comparandola
n

T

Como 3 no depende de x, basta aplicar el criterio a E
00 1

con —.
>
n=1

Otros criterios para la convergencia uniforme son los siguientes:

n=1

Teorema 8.3.10 Supogamos que :

1. La sucesion de funciones b, : [a,b] — R satisface:

» Para cada x € [a, ] la sucesién {b,(z)} es mondtona decreciente,

» b,(z) < K ,paracadan € Ny x € [a,b].

o
2. La serie g an(x) es uniformemente convergente en [a, b].

n=1
[ee]
Entonces, la serie g an(x) - by(z) es uniformemente convergente.
n=1

_1)n
(=) . La sucesién

Ejemplo 8.3.11 Consideremos b,(z) = |z|",—1 < x < 1y ay(z) =
n

[e.e]
by (x) satisface las hopdtesis del teorema 8.3.10 y la serie Zan(m) es uniformemente

n=1

= (=1)"

convergente. Por lo tanto, podemos concluir que la serie g 2" es uniformemente

n=1
convergente para —1 <z < 1.
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Teorema 8.3.12 Supongamos que :
1. la sucesién de funciones by, : [a,b] — R satisface:

» Para cada x € [a, ] la sucesién {b,(z)} es mondtona decreciente,

» La sucesién {b,(z)} converge uniformemente a la funcién nula en [a, b].

o0
2. Para cada n € Ny cada z € [a,b] se cumple que ]Zar(aj)] < C, para algin C € R

n=1
+o0
entonces la serie E an(2)by,(z) converge uniformemente en [a, b].
n=1

o x

1 mn

Ejemplo 8.3.13 La serie g B es uniformemente convergente en [0, 1].
“— \logn+1 n?

para cada 0 < 6 < 1.
En efecto,

(L) < llog(n + 1)),

logn +1

para cada 6 €]0,1[ y = € [#,1]. Por lo tanto, es una sucesién mondtona decreciente que
converge a la funcién nula y se tiene

an N 1 0 1

8.3.2. Propiedades de las series uniformemente convergentes

La convergencia uniforme tiene algunas propiedades que la hacen especialmente 1til
en el calculo diferencial e integral. Estas son:

+oo
Si la serie E fn(z) converge uniformemente en [a,b] a la funcién f(z), entonces se tiene:

n=1

1. Continuidad de la funcién suma
Si para cada n € N, f,, es continua en z = xg entonces. f es continua en x = xg.

2. Integracion término a término

o0
Si cada f,, es continua en [a, b] y Z fn(x) converge uniformemente a f(x), entonces

n=1

too  np b
: Z / fn(x)dz converge uniformemente al nimero / fx)dx.
n=1v¢a a
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3. Diferenciacion término a término

(o ¢]
Si cada f,, tiene derivada continua en [a,b] Z fl(x) converge uniformemente en
- n=1
[a,b] ,y Z fn(x) converge uniformemente a f(z) entonces, f es derivable en = y
=1
oo
fix) =Y fil).
n=1

Ejemplo 8.3.14 Para —1 < x < 1 vamos a calcular el valor de la serie.

1 +2x+4:n3+83:7
142z 1422 1424 1428

Consideramos la serie
log(1 — z) +log(1 + z) + log(1 + z2) 4+ log(1 + z*) + -+ .
Su suma enésima es
Sn(z) = log <(1 —z)-(1+2)(1+2Y 1+ xzn_l))

(=)
= log (1 — an)

Es inmediato que esta suma tiende a cero para |z| < 1.

Asi, log(1+4 22) +log(1 +x*) +--- converge uniformemente a —log(1 — ) —log(1 + ).
De acuerdo al resultado anterior la serie de derivadas de esta serie de logaritmos converge
a la derivada de la funcion limite, es decir:

2r_ 4a? ot 1
1+22 1424 o l—z 14z
Concluimos entonces que
1 2z 423 1

1—|—$+1—|—£U2++1—|—1‘4+“.:1—£U
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8.3.3. Series de potencias
Un caso especial de series de funciones es el que se obtiene al considerar las aplicaciones,

fulz) = an(z —20)", an € R, n € N, 29 € R.

Aqui usaremos la convencién (z — z0)? = 1 y estudiaremos las series

oo
Z an(x —x0)",
n=0

en que algunos términos a,, pueden ser cero.
Con respecto a estas series surgen dos problemas fundamentales:

1. Si la serie converge para todos los x en algun intervalo, entonces podemos definir la
funcién suma S(z).
En este caso, quisiéramos conocer las propiedades de esta funciéon a partir de las
propiedades de la serie.

2. También enfrentaremos el problema reciproco. Dada una funcién con ciertas propie-
dades , quisiéramos desarrollar la funcién en una serie de potencias de modo que
ésta converja para algunos valores de z hacia la funcién dada.

Existen algunas funciones no elementales que se definen mediante series, como la funciéon
hipergeométrica y la funcién de Bessel.

Convergencia de una serie de potencias Una serie de potencias:

+oo
Z an($ - $0)n
n=0

tiene tres alternatias en cuanto a su convergencia:
1. Converge sélo para x = xg.
2. Converge para todo =z € R.

3. Converge en algin intervalo simétrico en torno al punto x = xg.
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400
Teorema 8.3.15 Si la serie de potencias Z an(z—x0)" converge en x —xg = b,b # 0 la

n=1
serie es absolutamente convergente para todo = en |z —a| < |z¢| y converge uniformemente

en |z — xg| < M|b|, para todo M tal que 0 < M < 1.

+o0
Demostracién: Si E an(x—xo)" converge en b = x — xy, entonces a,b"” — 0, cuando

n=1
n — 400.

Como la sucesién {a,b"} es convergente, ella es acotada. Entonces, existe M > 0 tal
que

lanb™| < M,
para cualquier z en el intervalo,
|z — xo| < |b].
Asi, existe un r tal que,
" <r<l1

Usando criterio de comparacién entre,

+o0 +o0
Z lan(x — 20)"| y Z Mr™ que es una serie geométrica, tenemos
n=0 n=0
n
lan(x — z0)"| = |anb®| - 2200 < .

Como 0 < r < 1, la serie geométrica converge y por criterio de Weierstrass la conver-
gencia de la serie de potencias es uniforme y absolutamente en el intervalo,

|z — xo| < 7lb).
[l

—+00
Observacién 8.3.16 Si la serie g an(z — x0)" converge al menos para un z # x,

n=0
entonces para algun b =z — zy # 0. Por el teorema anterior, existe al menos un intervalo

abierto
|$ - 730| < |b|7



8.3. SERIES DE POTENCIAS 783

en el cual la serie converge absolutamente.
Es obvio, por criterio de comparacion, que converge absolutamente para todos los x t.q.

|z — 20| es menor que |z — ¢| si se sabe que g an(x — )" es convergente.
Por lo tanto, podemos pensar en el supremo R de los nimeros r que satisfacen la condicién:
|z —xo| < r es absolutamente convergente.

Obviamente, la serie diverge para los x tales que
|z — 0| > R.
A este R, se le llama radio de convergencia de la serie de potencias.

“+00
Definicién 8.3.17 Dada la serie Z an(x — x9)",

n=0

= Se llama radio de convergencia de la serie al nimero R tal que

— = lim a,.
_R n—-4oo "

= Se llama intervalo de convergencia de la serie al intervalo centrado en xg y de
radio R, es decir, al conjunto:
|z — x0| < R.

Observacion 8.3.18 La forma mas facil de calcular el radio de convergencia de la serie

[e.e]
g an(x — )" es usando el criterio de la razén. Es decir:
n=0

1 . Gnt1
— lim |—2tL)
n—-4oo an,

)n+1

. . . , Ap+1T — o
Alternativamente, se puede calcular el intervalo de convergencia calculando lim nti
n—+oo'  ap(xr — xo)"

e imponiendo a esta expresion la condicion de convergencia del criterio de la raiz. En los
ejercicios resueltos se usard este método.

Teorema 8.3.19 La serie de potencias:

“+oo
Z an(z — x0)"
n=0

cumple una y sélo una de las siguientes afirmaciones:
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1. La serie converge solamente para x = xg

. Converge absolutamente y uniformemente en cualquier intervalo cerrado y acotado.

. Existe R > 0 tal que la serie es absolutamente convergente para todo x tal que

|z — x| < R, y divergente para todo |x — x¢| > R, y es uniformemente convergente

en cualquier intervalo cerrado contenido en |x — x| < R, es decir, en intervalos
|z — z9| < M < R.

n+1

o
_9\n
Ejemplo 8.3.20 Consideramos la serie Z (=2) (x—3)".
=0
Para obtener el radio de convergencia usamos la expresiéon anterior:

1 (=2 n1
— = lim :
n—oo n-+2 (—2)”

=2.

Asi, la serie converge para | — 3| < 1/2 o lo que es lo mismo converge para

P
2 2

Ahora debemos analizar separadamente los extremos del intervalo.
Para z = 5/2, tenemos

+oo

S (3-0) S

n=0

Esta es la serie arménica y, consecuentemente, diverge.
Si x = 7/2 tenemos,
n+1\2) “~n+l’

Esta es la serie armonica alternada y, luego,converge. De esta forma concluimos que la
serie dada converge para

<z<

N | Ot
NCREEN|

1

y su radio de convergencia es —.
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+o0o
Ejemplo 8.3.21 La serie Z nl(x — xo)" converge solamente para x = . en efecto:
n=0
Si z # xg,
1 , (n+ D!(z — zo)™t )
E N nkrfoo n‘(x - xo) o ngrfoo (n . 1)(.% N x())

= |z — x| lim (n+1)=4oc.
n—-+00

Por lo tanto, el radio de convergencia R vale 0, lo que significa que la serie converge
solamente para z = xg.

x — xp)"

“+oo
Ejemplo 8.3.22 La serie Z ( tiene radio de convergencia R = +o0.

|
. o n!
En efecto, si & # xg, tenemos:
1 (x — xg)"H n! , x — X
— = Ilim = lim =
R n—+oo| (n+1)! (x—x9)%| n—too|n+1

La serie converge absolutamente para todo x € R , es decir R = +4o00.En particular,
converge uniformemente en todo intervalo cerrado y acotado.

+o0o
—1)nongn
Ejemplo 8.3.23 Z ()711
n=0

3n+1
Six#0:
1 . [ (=1)nflantl 3 41
— = lim ‘ =
n—-+oo 3n+4 (—1)”2”
R T i
n—+oco |3n+4

1
Por lo tanto, R = —.

Ahora debemos analizar que sucede en los ectremos del intervalo centrado en 0 y de radio

L e o 1
—. €S decC1r ara (r|{ = —.
2 ' P 2

(="

311 la cual converge por criterio de series alternadas.

—+00
. 1 .
s Siz= 37 la serie es g
n=0
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1 = 1
s Siz= 5 la serie diverge Z;]
n=

3n+1

Ejemplo 8.3.24 Encuentre el intervalo de convergencia y estudie separadamente lo que
sucede en sus extremos para la serie,

e T

r;) (2n + 1)23n+1"
(_1)n+1 (2n+ 1)23n+1
— lm .
n—+oo | [2(n + 1) + 1]23n+2 ()
1 4dn?+4n+1
= 11m _— e
n—too3 4n?+12n+9

==
3
1
+
8

La serie converge absolutamente en el intervalo | — 3, 3[. El estudio en los extremos se
deja de ejercicio.

Ejemplo 8.3.25 Encontrar el intervalo de convergencia sin analizar lo que pasa en los
extremos para la serie:

IX prgn
2
n=1
1 . Jan+1 (n+ 1)+ p!
— = lim = R
R n—-+o0o an, n—-+o0o (n + 1)! nn
) n+1] (n+1)n!
= lim .
n—+00 n (n+1)!

1 n
= lim <1 + —) =e.
n—-—+0o n
Asi vemos que, la serie converge absolutamente cuando x es tal que

1
lz] < —.
e
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Ejemplo 8.3.26 Observemos quesi R=1y Z a, € R entonces f(z Z an(z — )"

n=0
es una funcién bien definida en |z — zo| < 1.

Consideremos la serie 1 — 2 +t* — 6 +¢8... cuya suma, para [t| < 1, es (14 ¢2)~!
Integrando término a término obtenemos:

/ 1+t2dt Z/ 12 dt =
S 2n+1
=2

3 n P 1‘7+
l’ P — —_
2n +1 3 5 7
d 1 v
Por otro lado, como —arctant = , tenemos — (arctan t)dt = arctanx —
dt 1+ ¢2 o dt
arctan 0 = arctan x. Luego,
¢ 3 n R 1 T
arctanr = — — + — — — +... ...
3 5 7

™
Como arctan 1 = T tenemos :

T 1_{_1 1+
4 7 3 5 7T '
Despejando 7, nos queda,
4 4—1—4 4+
m = R - — = oo
3 5 7

que puede ser considerada como una definicién del nimero 7 y permite calcular valores
aproximados de él con el grado de exactitud que uno quiera.

Operaciones con series de potencias

Teorema 8.3.27 Si

= Zan(x —a)", en |z —al < Ry,

+o0
x) = an(m —a)", en |z —al < R,
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entonces:
+00
f@) +g(@) =Y (an+ba)(x—a)", enlz—al <R
n=0
+o0 n
f(x)-g(x) = Z (Z akbnk) (x—a)", en|z—al<R,
n=0 \k=0

donde R = min{R;, R2}.

Ejercicios resueltos

1. Para cada una de las siguientes series de potencias, determine su intervalo y radio
de convergencia:

+0o0
a) Zx"
n=0

Solucién: Sea a, = 2", entonces a,,+1 = 2" !. Usando el criterio de la razén
tenemos que:

n+1
, An+1 , X
lim = lim
n—+oo | ap n—+oo | ™
= lim |z
n— 400
= |z

Luego, la serie converge si:
lz] <1 <= —-l<z<1

Luego, el radio de convergencia es R = 1. En cuanto al intervalo de convergen-
cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | — 1, 1].

= Sixz =1, la serie es,
—+00 —+00
YOI PR
n=0 n=0

Luego, en x = 1 la serie diverge.
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s Sixz = —1, la serie es,
+oo
> (=
n=0
La cual, en en virtud del criterio de divergencia (ver 1f), es divergente;
luego en x = —1 la serie diverge.
Asi, el intervalo de convergencia de la serie es | — 1, 1]
+00
) Y1)
n=0

Solucién: Sea a, = (—1)"2", entonces a,,1 = (—1)" 12”1, Usando el cri-

terio de la razén tenemos que:

-1 n+1,.n+1
T CUEE | IR P | ol it
n=oe |y | T nte| (-1
= lim |-z
n—-4oo
= ||

Luego, la serie converge si:
lr] <1 «— -—-1<za<1

Luego, el radio de convergencia es R = 1. En cuanto al intervalo de convergen-

cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | — 1, 1].
= Sixz =1, la serie es,
+o0o +o00
2 (=) (-
n=0 n=0

La cual, en virtud del criterio de divergencia (ver 1f), es divergente; luego
en x = 1 la serie diverge.

s Siz = —1, la serie es,
+00 +o00 +00 +o0o
D= (D)= = Y (1) =) 1= +oo
n=0 n=0 n=0 n=0
Luego, en x = —1 la serie diverge.
Asi, el intervalo de convergencia de la serie es | — 1, 1]
00 "
c) g
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" xn+1
Solucién: Sea a, = —, entonces a,11 = T Usando el criterio de la
n

razon tenemos que:

:L,n—l—l
, an+1 , 1
lim | = lfm TH;
n—-4o0o Ap, n—-+o0o X
n
) xn—l—l n
= lim —
n—toon+1 "
p n+1
= lim - T
n—-+o0o n
= |z|

Luego, la serie converge si:
lz] <1 —= —-1l<z<1

Luego, el radio de convergencia es R = 1. En cuanto al intervalo de convergen-
cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | — 1, 1].

» Six =1, la serie es,
+0 1pn +o0 1
n=1 n n=1 n

La cual, en virtud del ejemplo 8.2.5 es divergente; luego en = = 1 la serie

diverge.
s Siz = —1, la serie es,
S~ (D"
=1 "
La cual, en virtud del criterio de Leibniz es convergente; luego, en x = —1

la serie converge
Asi, el intervalo de convergencia de la serie es [—1,1]

n

+00 x
d) —
2
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n n+1

. Usando el criterio de la

T
entonces an41 =

NG NCES

Solucion: Sea a, =

razén tenemos que:

xn+1
, An+1 ’ vn -+ 1
I = lim |——
n—+o00 an n——+oo X
N
, vl n
= lim . £
n—+o00 |y/n+1 "
, n+1
= Ilim T
n—-—+oo n
= ||

Luego, la serie converge si:
lz] <1 —= —-1l<z<1

Luego, el radio de convergencia es R = 1. En cuanto al intervalo de convergen-
cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | — 1, 1].

= Sixz =1, la serie es,
n +oo 1

+o0o

La cual, en virtud del ejemplo 8.2.5 es divergente; luego en = = 1 la serie

diverge.
= Six = —1, la serie es,
S~ (D"
L
La cual, en virtud del criterio de Leibniz es convergente; luego, en x = —1

la serie converge

Asi, el intervalo de convergencia de la serie es [—1,1]

+oo
(1)
?) 2 (2n + 1)2 - 371

n=1
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(—1)”33” . (_1)n+1mn+1
, entonces a1 =
(2n + 1)2 - 3n+1 " (20 4 3)2 - 3042
do el criterio de la razén tenemos que:

. Usan-

Solucion: Seaa, =

(_1)77,—0—11,77,—0—1
(2n + 3)2 - 3nt2
n—-+00 (_1)n$n
(2n + 1)2 - 3ntl

(_1)n+1xn+1 (zn + 1)2 . 3n+1

Gp4-1
Qp,

lim

n—-+o0o

= lim

notoo|(2n +3)2 372 (—1)nan
. |(=D)z(2n + 1)2
=1
n—too | 3(2n + 3)2
_‘ ‘ (2n+1)
~ 3o (2n +3)2
- [3]
E

Luego, la serie converge si:

‘§]<1 e -3<z<3

Luego, el radio de convergencia es R = 3. En cuanto al intervalo de convergen-
cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | — 3, 3].

= Sixz = 3, la serie es,
~ (2n +1)% - 37+t 3=~ (2n 4+ 1)2

La cual, en virtud del criterio de Leibniz, es convergente; luego en x = 3 la
serie converge.

s Six = —3, la serie es,

X3 X (-3
Z(( )"(=3) _Z( )"(=1)

— (2n+1)2- 341 £ (20 4 1)2 - 3nF]

+o0 1
- Z 2.
—(2n+1)%-3

_li‘)#
34 (2n+1)?

3
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La cual, en virtud de la serie de referencia 8.2.5 es convergente; luego, en
x = —3 la serie converge

Asi, el intervalo de convergencia de la serie es [—3, 3]

n <X n2(z +2)"
— n +1
2 n 2 n+1
., n(z + 2) (n+1)*(zx+2)
Solucion: Sea a, = Tl entonces an,+1 = ) .
Usando el criterio de la razén tenemos que:
(n+1)%(x +2)"+!
lim |2 = lim St 2
n—+oo | ap n—-+o0 n (,Jc + 2)"
n+1
|+ D)2 @+ 2 41
= lim .
n—+oo n+2 n?(z 4 2)"
, (n+1)3
= 1 2) ——
(n+1)3
— 20 1f AT
= |z + 2|

Luego, la serie converge si:
lt+2| <1 <— -3<z<-1

Luego, el radio de convergencia es R = 1. En cuanto al intervalo de convergen-
cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | — 3, —1].

s Sixz = —1, la serie es,
n+1 n+1
n=0 n=0
Notemos que:
2
lim =400 #0

n—+oon + 1

Luego, en virtud del criterio de divergencia , esta serie diverge; luego en
x = —1 la serie diverge.
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s Sixz = -3, la serie es,
Fo 2, (—1)"
— " +1
La cual, en virtud del criterio de divergencia , es divergente; luego en z = —3

la serie diverge.

Asi, el intervalo de convergencia de la serie es | — 3, —1]

+0o0
g9) > ni(z+1)"
n=0

Solucién: Sea a,, = n?(x + 1)", entonces a1 = (n + 1)?(x + 1)"F1.
Usando el criterio de la razén tenemos que:

, Ant1 , (n+1)?(z + 1)
lim = lim
n—+oo | ay n—-+o0 n?(x + 1)"
L (n+1)2
= i Jiery 5
(n+1)2

= |z+1| lim
n——+00

n2
= |z +1|
Luego, la serie converge si:
lt+1<1l <= -2<z<0

Luego, el radio de convergencia es R = 1. En cuanto al intervalo de convergen-
cia, estudiemos que ocurre en los valores extremos de | —2,0].

» Sixz = -2, la serie es,

“+oo “+o0o
an(—2 +1)" = ZnQ(—l)"
n=0 n=0

La cual, en virtud del criterio de divergencia (ver 1f ), es divergente; luego
en x = —2 la serie diverge.

s Six =0, la serie es,

+oo +oo
an((H— " = ZnQ
n=0 n=0
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Luego, en virtud del criterio de divergencia (ver 1f), esta serie diverge;
luego en = = 0 la serie diverge.

Asi, el intervalo de convergencia de la serie es | — 2,0 |

2. Una funcién importante definida mediante series es la funcién de Bessel de orden n,
donde n es un entero no negativo, definida mediante,

k 2k+n

Zkl k+n+1) 922k+n
a) Demuestre que el dominio de J, es R

b) Derivando la serie z"J,(x) y usando una propiedad apropiada de la funcién
Gama, demuestre que:

% (2" Jp(x)) = 2" Jp—1(x)

¢) Usando la derivada de un producto y posteriormente dividiendo por "1, ve-

rifique que:
zJ) (x) = 2 Jp_1(x) — nJy ()
Solucién:
a)
k 2k+n
Z K!- k+n+1) 22k+n
_ 1)k p2k+n —1)k+1p2k4+24n
Sea by, — (=1)"= ()" =

bpr1 = i
k;lr(k+n+1)22k+n7 k+1 (k+1)!,r(k+n+2).22k+2+n
Aplicando el criterio de la razén tenemos que:
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(_1)k+1x2k+2+n
(k+ 1) -T(k+n+2) - 22k+2+n
k——+00 (_1)km2k+n
k' -T(k +n+1)-22%k+n

bp1|
by,

k—+o00

~ m (_1)k+1$2k+2+n k. I‘(k» +n+ 1) . 92k+n
= (k+1)!-T(k+n+2)- 92k+2+n (_1)km2k¢+n

, (—1)z2
= lim T e —

J— l’ :L‘z
T e |+ Dk +n)

Luego, el radio de convergencia es R = +o00, por lo tanto, Dom (J,(z) = R)

b) Notemos que:

pan 2 _1)k z? F
T = (3) 'kzzok!.r((k —?n+1) (2_2>

Entonces:

on 100 k o\ k
n _.%' (_1) z
P Ia(@) = 55 Zk!-F(k+n+1) <22>
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Luego:
d , 2ng?n=1 IR —1)k 22\*
4 ey = 22y ) 6
dx 2 kzok.-l“(k+n+1) 2
PE L C
2n k:ok!'r(k+”+1) 22 22
+oo k 2\ k
AN (—1) x
- <2) kzzok!.r(wrnﬂ) (n+k) (22>
+o00 k o\ k
AN (—1) x
-7 <2) kzzok!.r(mn)'(z?)
=z" - Jh_1(x).
¢) Ya que:

Se tiene que:

La igualdad vale paran > 1y x = 0.
Si x # 0 entonces:
ndn(x) + zJ) (2) = 2 Jp—1()

Y asi:
zJ)(x) = 2 Jp_1(x) — nJy ()

Ejercicios Propuestos

+oo n

o

b) an"
o

c) Zm"\/ﬁ
n=1

+oo n
x
d -
) nzz:l In(n +1)
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n=1 (TL + 1)
“+o0o

h) Z(n+1)23n 3n+1
n=1

= e(x —2)"

“+o0o
, (142™)z"
]) _§ :T
n=1

2. En base a la definicién de la funcién de Bessel del ejercicio resuelto 2, y los resultados
alli obtenidos:

a) Verifique, usando la definicién de J,, que:

)k 2k
2T
Zkl k_|_n+1) 22k+n
b) Demuestre, derivando la serie, que:
d +oo (_1)kw2k—1

% (:U—"Jn(m)) = 2:0 (k‘ — 1)! ) F(k‘ +n4+ 1) . 92k+n—1

n=
¢) Cambiando el indice de la sumatoria, verifique que:

d Y 1)k+1 2k+1
ap (" In(@) = Z kI T(k + 1+n+1). 220t

)k 2k+1+n
—TL
B Zk' k+n+1+1) 22k+n+1

d) Observando la tltima serie con la que define J, (), verifique que:

% (27" () = =2 " Jpya ()
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e) Demuestre que:
zJ) () = —xJpi1(x) + ndp(x)
f) Demuestre que:

2JT,L(x) = Jn1(x) = Jny1(2)
2ndy(x) = x [Jp—1(x) + Jpt1(x)]

g) Pruebe que:
Jnea(@) = T (@) + =T, (@)

h) Pruebe que:

xJ,_(z) = —xdy(z) + (n— 1) Jp_1(x)
i) Demuestre que se cumple la siguiente ecuacién:

22 I (z) + xJ) (z) + (2% — n?)Jp(z) =0

Esta ecuaciéon demuestra que la funcién de Bessel J,,(z), es solucién de la ecua-
cién diferencial:

x2yl/ + (L’y, + (%2 o n2)y =0

De esto deriva su importancia.
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8.4. Teorema de Taylor

La familia de funciones mas simples son los polinomios ya que son muy faciles de derivar
y de integrar. El teorema de Taylor permite, bajo ciertas hipdtesis, aproximar funciones
mediante polinomios lo que facilita cdlculos numéricos directos que pueden ser muy dificiles
y, a veces, hasta imposibles.

Consideremos una funcién f definida en algun intervalo de R, tal que la n-ésima derivada,
) (x), existe en un intervalo que contiene a un punto a fijo y si « es un punto cualquiera
de dicho intervalo, entonces nuestro objetivo es buscar una serie de potencias que converja
hacia f en algun intervalo.

Primero buscaremos polinomios usando de forma recursiva integraciéon por partes.

Supongamos que f y f’ son continuas en [a,b]. Entonces, para cualquier z € [a, b] se
tiene, usando el Teorema Fundamental del Célculo,

/ " Py = f(z) — fla). (8.6)
Entonces, .
f(2) = f(a) + / F)dy (8.7)

Suponiendo que f” existe, podemos volver a integrar por partes la integral de la ecuacién
8.7,

{u =f'ly) = du= f"(y)dy

dv=dy =v=y—z=—(x—y), tomando a z como constante conveniente.

Ahora f puede escribirse como:

f@) = Fa) + = a)f @) + [ @ )f"(w)dy (88)
Nuevamente, integrando por partes la integral de la ecuacién 8.8,
u= f"(y) = du = f"(y)dy
1

dv=(z—y)dy = v= —E(a:—y)Q.

Entonces la ecuacién 8.8 se transforma en:
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(@) = £(0) + o = )f (@) = 5l(o — PG+ 5 [ (2= 02" Wiy

El proceso puede continuar indefinidamente siempre que las derivadas de orden n
de f existan y sean continuas, asi todas las integrales existen. Aplicando n veces este
procedimiento obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 8.4.1 Teorema de Taylor- Forma 1 Si f(z) y sus primeras (n+ 1) derivadas
son continuas en [by,be] v si by < a < by, entonces para x en el intervalo dado se tiene:

" R (a)(x — a)*
fla) = fla)+ 3 TOE 2D ) (8.9)
k=1
donde,
1 x
Rofe,a) = o [ = o) 0 )
Definicion 8.4.2 » El término R, (z,a) se llama resto.

(k) —q)k
W se llama polinomio de Taylor de grado n y centrado en a

= fla)+>
k=1
de f.

= Si f tiene las derivadas continuas de todos los ordenes entonces los polinomios de
Taylor se pueden transformar en una serie llamada serie formal de Taylor :

+o0 oo
fONa)(@ —a)* X [ (a)(x —a)
UORDS ! =2 ! ‘
n=1 n=0
Le decimos formal porque no se sabe a priori si realmente esta serie converge a f(z).

(a)(z — a)*

n!

X f£(n)
Del enunciado del teorema 8.9 podemos deducir que Z / converge a f(z),

n=0
en algun intervalo centrado en z = a si y sélo si R, (x,a) — 0 cuando n — +oc.

Para demostrar este teorema necesitamos darle una forma distinta al resto R, (x,a).

Teorema 8.4.3 Teorema de Taylor- Forma 2: Supongamos que f(x) tiene sus pri-
meras n derivadas continuas y sla derivada f(n + 1)(z) existe en un intervalo [by, by]. Sea
a tal que by < a < by . Entonces para todo = en ]by, bo[ se tiene:

" R a)(z — a)k
1) = f@)+ S T ), (5.10)
k=1
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_ n+1 gn+1/ %

donde Ry, (x,a) = (z =)™ /"7 (")
(n+1)!

Demostracién: Sea R,(z,a) definido por:

, para algun c* tal que a < ¢* < z.

" fEa)(z — a)*
a)+Z—f ( )(k' ) + Ru(z,a)

Ahora consideraremos la funcién ¢ definida por

n+1

RO ) (- )k (z— ro(z,a
o) = f(o) -~ f(p) - 3 IR BT s

Demostraremos que ¢ satisface el Teorema de Rolle, en el intervalo a < y < x con
by <a<b2ybl < xby.

Reemplazando y = x en la ecuacién 8.11, tenemos que

o ) (@ —a)"ra(z,a)
B &) (x—a x—a) " ry(z,a
pla) = Z a (n+1)!
_ @y r(z —a)
o(a) =0« R,(z,a) = 1) (8.12)

Por lo tanto, elegimos 7, (x — a) de modo que se cumpla la igualdad 8.12).
La funcién ¢ satisface las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [a, x], por lo
cual existe un punto ¢* en Ja, z[ donde ¢'(c*) = 0.
n -1 n
x—y)"rp(x,a
P'y) =—1"y) - Zf’““( h Zf oW )) 4 ez p)lrlene)

k=1

Desarrollando las sumatorias, queda ﬁnalmente,

f("+1) xz—y)" xz—y)"rp(z,a
(yn)'( Y y)n!( )

¢'(y) = —

Por Teorema de Rolle, existe ¢* €]a, x| tal que

FUrI () (@ — ) L @)@, a)

n! n!

() & - =0
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(m _ a)n-i—lf(n—i—l)(c*)

Reemplazando este valor de 7, (z, a) en (2) obtenemos que R, (z,a) = CES]
n !

para algun c* entre z y a . O

Observacién 8.4.4 1. Si R,(x,a) — 0 cuando z — 400, entonces f(z) puede ser re-
presentada mediante la serie de Taylor centrada en a en algin intervalo que contiene

al punto a.

2. Cuando a = 0, la serie resultante por esta via se llama serie de Maclaurin y tiene

(n
+zf

n+1

la forma:

3. Otra forma equivalente de escribir el resto es

(1—0)" " f™)(9z)

1) x", para algun 6 € (0,1).

8.4.1. Calculo de polinomios y series de Taylor para funciones elemen-
tales

1. La serie exponencial: es la serie de Taylor centrada en 0 o serie de Maclaurin de

f(z) =e".

Los polinomios de Taylor de grado k y centrado en a = 0 lo denotamos por T (0).

/
T:(0) :f(0)+fl(,)x:1+%
1 :
0
TQ(O) _T1(0)+f ( ) =1l4+z+ —
2! 2!
Considerando que f (k)(O) =e” = e =1; paratodo k € N tenemos que:
2 3 4 n
Tu(0) = 1+a+ 5+ 5+ 0+ + o
3! n!

Ahora podemos estudiar la convergencia de la serie de potencias resultante cuando
x # 0. Recordemos que toda serie de potencias converge para r = a.

)



804 CAPITULO 8. INTEGRALES IMPROPIAS Y SERIES

+Oom”
1+ZH'

n=1
Up41() "t pl ||
up(z) | |[(n+ 1D 2| (n+1)
Por lo tanto, lim ( |j_| 0 = 0 < 1; para todo x € R y la serie converge para todo
n

z € R.

Para saber si esta serie convergente representa a la funcién f(x) = e*, debemos
analizar el resto dado por el Teorema de Taylor:

:I?n—HBC*
R, (x,0) = m; con c¢* €]0, x[.
n+1
Si dejamos x fijo, R,(x,0) — 0 cuando n — +oo pues m — 0 por ser el
n !

término general de una serie convergente.

Para todo = € R se tiene que,

En particular si z =1

Esta férmula permite calcular valor aproximados de e con el grado de exactitud que
uno quiera. Por ejemplo, calculemos el nimero e con 4 decimales exactos.

c*

e
(n+1)! 7
que 107*. Para facilitar los célculos podemos usar acotaciones intermedias como

Esto quiere decir que R,(1,0) = con c¢* entre 0 y 1, debe ser menor

mostraremos a continuacién.



8.4. TEOREMA DE TAYLOR 805

(& (&

1072,
! ) Sy

Rn(lv 0) =

Para determinar la cantidad minima de términos que debemos sumar para alcanzar
el grado de exactitud que queremos, debemos resolver la inecuacién:

3. _ 1
(n+1)! ~ 10,000

tomando a n como incégnita. La inecuacién es equivalente a
3x10* < (n+ 1)l
Con una calculadora se puede encontrar que:

71 = 5,040
8! = 40,320

Por lo tanto basta tomar n = 8. Asi, tenemos que:

1 1 1 1 1 1 1
e%1+1+§+§+4—!+5+a+ﬁ+§%2,7183-

2. La serie de coseno:

Sea la funcién f(z) = cosx, a = 0. Tenemos que:

» f/(z) = —senzx
" (x) = —cosx
" (z) = sen
) (z) = cosx

» ) = —gsenux
fO)(z) = —cosz
fU%(x) = senx

n fV)(3) = cosx

En general:
s fUH) (1) = senz
n fUH2) (1) = —cosz

s fU3) (1) = senz
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= fU) (1) = cos

Por lo tanto:

e fUnt) () =
- f(4n+2) (0)
- f(4n+3) (0)
= fU(0) =
(n)
Asi, los coeficientes de Taylor a, = / n( ) para la serie de cos x son:
" Agpt1 = Qdpy3 =0
_ -1
Wnt2 = (gn 1 2)]
= 1
e (4n)!

Luego la serie de Taylor de f(x) = cosz es

n 2

+Z n—1+z

Esta serie converge para todo x € R. Esto de deja para que el lector lo verifique.

n2n

3. La serie de seno
+oo (_1)n$2n+1

= — eR.
sen x > @t 1) x
4. La serie geométrica
1 X
= Zw”, lz| < 1.
-t n=0
-1 n+1,.n
5. In(1 + ) :Zu, “l<z<l.
n

6. La serie blnomlal

D(a—-2) - (a—n+1)
(14 z)~ —1+Z - ", |z < 1.
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Consideremos la funcién f(x) = (1 +x)%, con =z > —1, la que puede ser escrita
como:

(1 + m)a _ eaLn(l+x).
Asi,
4 [(1+2)°] = 2l . Y (1 4+ 2)27 = a1+ 2)* L.
dx 1+

2
() =

Sucesivamente obtenemos la

dn
dam

mn

(14 2x)~

para z = 0; da;—"((

dx

expresion;

J=ala—1)---

L (a1 +2)°71) = ala - (1 +2)*2

(a—n+1)(1+z)*™"

a(l+2)Y) gm0 =ala—1)--- (¢ —n+1)

Aplicando el teorema de Taylor podemos escribir:

ala—1) ,

a(a—l)---(a—n+2)/n_1

(1+x)_1+ﬂw+ o Tt (n—1)! +
— n—1
+(1(n+)1)!‘06(a—1)...(a—n+1).(1+0)a—n‘xn‘

Sea S, la suma parcial de la serie de Taylor:

1 1) — 1
Sn=1+aw+Mm2+~-+a(a Jolaznt )m”
2! n!
o 1-0)rtala—1) - (a—n+1) a(a—l)---(a—n—i—l)‘ n
n 1 — -
[Sn = (1+2)%)] ] 1 f)o o |z
(1 _0)1_1 1 n
= 1 (o — 1
(n— DI(1 + 0z)n—@ n!HO‘(O‘ Joola—nt )“”3'
B2 AY (L4 Oz)" __H n—{—l“ n
I\ + 02 (1 + 6x)n
No es dificil verificar que ‘a(a — 1)(71_(?)‘_ ntl) ) < K, para alguna constante K
Por otro lado,
n—1
(1 + 9.%‘) _ (1 + 9$)o¢—1

(1 + Ox)n—
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"o 1ot
De esta forma, la cantidad
(1—o)nt ae1 lpala—=1)—(a—n+1)
S E | _ -
(1+ 0z)n1 (1+6z) b“ (n—1)! ’

es acotada y, en consecuencia,
lim |S, — (1 +z)% — 0,
n—oo

para todo |z| < 1. Asi,

“+o0o

o ala—=1)...... (a=n+1) ,
(1+4+z)*= Z o ™.
n=0
Se deja como ejercicio verificar que esta serie diverge paraz =1y x = —1.

Dos casos particulares de la serie binomial son:

= Si o =1 en la serie binomial y tenemos,

- _|1_ - _ Z (_1)(_2)7(173) ) (_n)xn _ Z(_l)na}n'
n=0 ’ n=0

Reemplazando z por—x, tenemos

1 ! =Sy =3
n=0 n=0

= Si @ =—2y usando —x en vez de x, tenemos

1
m:1+2w+3w2+---; para—1 <z < 1.

Ejemplo 8.4.5 1. Usando la definicién de cosh z y la serie exponencial, podemos ob-
tener la serie que representa a entonces cosh x.



8.4. TEOREMA DE TAYLOR 809

X —T
2
400 "
e’ = Z—'; para todo x € R
e
—+00 —+00
B (—z)" "
T _ _1\n
D D D D e i
n=0 n=0

Entonces:

1 +00 " +00 "
- _ n
coshr = 5 (g no + E (—1) _n!>

Observar que si n es impar, entonces los coeficientes son cero. Por lo cual, podemos
reescribir la serie como:

+o00 ka
Z ;  para todo z € R.
|
— (2k)!
“+o0o ka
COSh:U:nZ::()@; |z < 4o0.

2. Encontrar la serie de potencias para

e “In(1+ 3x)

Usando el teorema de la aritmética de series.

Solucion:
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S

In(1 + y) :Z#; ly| < 1. (8.13)
n=1

Tomando y = 3x en la ecuaciéon 8.13 y cambiando el indice n por n + 1 para poder
comenzar a contar de cero, nos queda:

+00 naon+1,,.n+1

(—1)m3ntiy 1
In(1 = ) 1
n(1+ 3z) ;::0 1 lel<g

Recordemos el producto de Cauchy de series:

(Y o) (X0) =Y e

n _ 1)k gk k+1,.k+1
donde, ¢, = Zakbn_k , ap = %7 b = (_1)k%

k=1

3

(—1)k L (_1)n—k3n—(k+1)$n—k+1

C":kzo Ko n—k+1
n
3n—k—1 1
— _J_n n+1, . -
Mo —krrn Ve lel<g
k=0
Entonces:
—+o00 [ n 31’L—k—1 +1
e ¥In(l+3x) = — | (=1)"2"
== n—k+1)

Recordemos que para que el producto de series converja al producto de sus respec-
tivas sumas la convergencia debe ser absoluta.

Observacion 8.4.6 Observemos ademas que la forma resultante “es una serie de poten-
cias escrita en la normal”. Aveces pueden suceder casos en que no es tan directo obtener
la forma normal de una serie de potencias.

Por ejemplo:
+o0 +o00
(Z anw2n> (Z bnxn> .
n=0 n=0
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En estos casos se tiene la formulas:
+oo “+00 +oo [[n/2]
(o) (Ser) =3 S aem] o
n=0 n=0 n=0 \ k=0

Ejemplo 8.4.7 No siempre se cumple que el valor de la funcién coincide con el valor de
su serie formal de Taylor. Sea

F@) = {e‘l/x ,x >0

0, xz < 0.

f™(0) =0 paratodo n > 0y entonces

k=0
z > 0.

Ejercicios resueltos

1. Escriba la funcién f(x) = /& como el polinomio de Taylor de grado 6 centrado en
a = 3, mas el respectivo resto.

Solucién: El polinomio de Taylor de grado n de f(x) centrado en x = a se escribe

" (n)
f@+ £a) - a) + a8y
El resto en este caso es
(n+1)
R, (x,0) = f(n%ll(;:)(w —a)"t; cona< <.

Para f(xz) = v/x tenemos
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3:5-7-9 1

F @) =~ 26 TP
fvn(x):3-5‘;-9.11'wéﬁ.
Por lo tanto,
fl@) =V
VT SRS O

vl g e !

—l—é.%s'?.gg_lﬂ(x_g)u’)_é,3.52-67.9.311/2(33_3)6

+%.3.5.;9.11.(9;3/2@_3)7’ on3<f <

2. Obtenga la serie de Taylor de f(x) = Inz, centrada en x = 4, y calcule su intervalo
y radio de convergencia:

Solucién: Para f(z) = Inx tenemos,
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f )=

C )=

. 1) =

. J @) = -7
. gy = 234

Y en general

(n—1)!

xTL

- f0 () = (-1

Asi, la serie de Taylor de f(z) = Inz, centrado en z = 4 es:

n+1 4)11

(-1 S
+Z o 771'(1_ +Z n- 4"

n=1

Para estudiar su intervalo y radio de convergencia, notemos que el termino general
de la serie es de la forma:

y por ende,

(12w — 4y
(n+1) 47+t

Un41 =
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Usando el criterio de la razon:
(_1)n+2($ _ 4)n+1

. An+1
lm |2t =y |01 4
n—+00 | Gy n—+too | (—=1)"t1(z —4)"
n - 4"
ot (_1)n+2(x o 4)n+1 n - 4"

n—+oo (TL + 1) . 4nt1 . (_1)n+1($ _ 4)n

-1 —4
= lim —( )(z )
n—-+00 4(n + 1)
|z —4 T n
|z —4 i
z—4
— 1
4
|z = 4
| 4
Por lo tanto,
im |22l = = “'_4'
n—-+oo Ay, 4

El Criterio de la razén dice que la serie es convergente si L < 1, luego, imponiendo

esta condicién tenemos que:

r—4
4

‘<1 = |r-4<4 = 4d<r-4<4 = 0<z<8
Por lo tanto, la serie tiene radio de convergencia R = 4, estudiemos que ocurre en
los extremos de |0, 8[.
m Siz=0
B (—1)”“(30 o 4)n
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Luego, la serie es:

+ool
In4 —.
nd+y

n=1

+o0
Como la serie Z — es divergente, la serie diverge para x = 0.
n=1 n
s Six=2_8.
B (_1)n+1 (l‘ _ 4)n
tn = n - 4m
se transforma en
(_1)n+1
ap = ————.
n
Entonces la serie a estudiar es:
—+00
-1 n+1
ma+y U
n=1 n
que es una serie alternada
+oo (_1)n+1
>

n=1
que segun el criterio de Leibniz es convergente. Por lo tanto, la serie converge
en r = 8.
Luego, el intervalo de convergencia de esta serie es |0, 8].

3. Use la formula:

1
cos’z = 5(1 + cos 2x)

Para demostrar que:

+oo (_1)77, .92n—1_ ..2n

cos’x = 1+Z 2n)!

n=1

Solucién: Usando la serie correspondiente a la funcién cosx que converge para
todo x € R.

+oo 2n
3 (="
cosr =1 + —_— -
|
—  (2n)!

Reemplando en ella x por 2u, obtenemos:
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n
cos( L2 gy 2n

1+cos2u 1 (=)™ o o
Sl b P2 =1
P e S ) - £

Concluimos que:

cos u—1+z

Lo cual es valido para todo u € R.

Ejercicios propuestos

Las series de las funciones T e®,cosx,senx,In(x + 1) y la serie binomial son con-

sideradas series de referencias. Es decir, es lo minimo que Ud. debe conocer y pueden ser
usadas cada vez que sea necesario sin deducirlas, ademads, debe recordar su intervalo de
convergencia.

1. Escriba las siguientes funciones como el polinomio de Taylor de grado 6 centrado en
a mas el respectivo resto:

™
b = —
) senz, a 1
¢) coshzx, a =0.

2. Obtenga las siguientes series usando la definicién de la serie de Taylor. Calcule su
intervalo de convergencia.

a) €* en potencias de (z — 3).
b

)
) e” en potencias de (z + 2).
¢) cosx en potencias de (z + 7/3).
)
)

d lnw en potencias de (x —4).

e en potencias de (x — 3).

7

3. en los siguientes ejercicios determine las series de las funciones dadas usando susti-
tuciones apropiadas en las series de referencia



8.4. TEOREMA DE TAYLOR 817

1424
V1 + sen z2.

sen /.
In(1 + 4a3).

2

4. Use la férmula sen“z = %(1 — cos2z) para obtener la serie de sen®x . Verifique
la identidad fundamental de la trigonometria usando las series obtenidas en este
ejercicio y el anterior.

5. Use el teorema de producto de series para calcular las series de :

a)
b)

&

U

e

)
)
)
f)

T COST.
T

senx
631‘

144z’

In(1 — x) cos x.
cos 3z(2 + x3).
1+

1—xz

6. Calcule la serie de arcsen x usando:

d)

El Teorema Fundamental del Calculo para escribir arcoseno como una integral
entre 0 y .
Use la serie binomial para =

Use el teorema de integracién de series para obtener la serie de arcoseno inte-
1

V1—1¢2

Determine el intervalo de convergencia de la serie obtenida.

grando la serie de

7. Calcule la serie de arctan z usando el mismo procedimiento que el propuesto en el
ejercicio (6).
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10.

11.

12.

13.

. Calcule un valor aproximado con tres decimales del area bajo al curva e”

CAPITULO 8. INTEGRALES IMPROPIAS Y SERIES

a) Calcule el intervalo de convergencia de la serie de arctan x obtenida en (7).
b) Analice la convergencia de la serie en los extremos del intervalo.

¢) Demuestre por continuidad que la serie obtenida en el ejercicio (7) representa
también a arctan 1.

d) Calcule un valor aproximado de 7 usando la serie en z = 1.

@* cyando

x varia entre 0 y 1.

cuando

) ) ) ) sen x
Calcule un valor aproximado con tres decimales del area bajo al curva
x

, s
x varia entre 0 y 5"

Use la serie binomial para calcular un valor aproximado de la integral eliptica de

segunda clase
4 3
/ 1 — —sen?zxdx.
0 4

Nota: Vea la guia de longitudes de curva para recordar lo que es una integral eliptica.
Respuesta : = 1,22....

w/6
Calcule un valor aproximado de la integral I = / (cos x)5/ 4 dx. Siga el siguiente
0

camino:

/6 1/2
a) Escriba I = / coszy/1 — sen?)/ dx = / (1 —u?)Y/® dx, donde u = sen x.
0 0

b) Use la serie binomial.

Respuesta: ~ 0,494........

Las series de Taylor también sirven para calcular algunos limites. En estos casos
se necesitan sélo algunos términos de la serie , no es necesario conocer el término
general.

a) lim senhz —sen Respuesta: L
lim = . p tg
coshz — cosx
b) lim —————. Respuesta: 1.
x—0 x
, senx —In(l +x
¢) lim 2( ) Respuesta: 3.
z—0 X

a) Calcule el polinomio de Taylor de grado n y centrado en 2o = 0 de la funcién:

f(xz) = coshz
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14.

Deduzca de (a) que cosh z, en una vecindad del cero, puede ser aproximado por
una parabola. Encuentre tal pardbola.

Calcule cosh(0,7) usando el polinomio de Taylor de grado 4.

Un cable pesado, perfectamente flexible e inextensible, adopta en equilibrio
la forma de una catenaria; haciendo abstraccién de la escala, su ecuacién es:
y = coshx. Usando los resultados anteriores, esta curva puede ser sustituida,
en una vecindad del origen , por una parabola. ;jHasta qué abscisa el error que
con ello se comete es inferior al uno por ciento ?

Escriba - sin hacer los célculos y diciendo a cual serie de referencia corresponde
- la serie de potencias de = de las funciones:

1 1 1

l+a’ VT—2 V1I—22

Obtenga la serie de potencias de x de y su intervalo de convergencia.

Obtenga la serie de potencias en (b) para calcular con 6 decimales exactos.

11—z
1+a
Indicacién: Amplifique la cantidad subradical por (1 — x) para escribir:

1—=x 1
Je— = (1 — ) ———.
1+x (1-2) 1—2a2

Determine el desarrollo en serie de potencias de x de
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Capitulo 9

Series de Fourier

“...nos vemos llevados a lanzar la idea de que el descubrimiento tedrico
mayor del siglo XIX, desde el punto de vista econdmico, seria el discurso ma-
tematico que permite una representacién combinatoria de casi la totalidad de
las relaciones funcionales, a saber las descomposiciones en serie de Fourier en
1800. En efecto, en la medida en que toda funciéon se puede descomponer en
polinomio, todo ruido se puede descomponer en sonidos elementales y recom-
poner en grandes conjuntos de instrumentos.”

Jacques Attali: Ruidos. Siglo Veintiuno Editores. Mexico,1995.

9.1. Introduccién

En la seccién 8.4 |, hemos visto que una forma de simplificar el uso de las funciones
trascendentes es poder expresarlas como polinomios o eventualmente como series de po-
tencias.

En tal caso, cuando una funcién f es suficientemente regular,

f(z) = ag+ a1z + ...+ apz"™ + Resto,
donde
F®(0)

ap = " i k=0,1,...,n.

Segun sea el campo de aplicacién, puede ser necesario expresar ciertas funciones como
combinaciones lineales de otros tipos de funciones elementales.

En particular, el estudio de fendmenos periddicos, llevan a considerar polinomios o
series de funciones trigonométricas. Historicamente, las series de Fourier deben su nombre

821
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al matemadtico francés Joseph Fourier (1768-1830), quien publicé en 1822 su famoso libro
”Theorie analytique de la chaleur”donde desarrolla una teoria general sobre el método de
las series trigonométricas. Este método habia sido aplicado a situaciones particulares por
Euler y Bernoulli para el caso de la cuerda vibrante.

La funcién sinusoidal, estudiada en la subseccion 3.2.8, es el modelo matematico de un
movimiento que oscila con respecto a un valor referencial. Supongamos que una particula
se mueve sobre el eje X bajo la accién de una fuerza elastica tal que su magnitud es
proporcional a la distancia desde el origen y que esta dirigida hacia el origen. Dicho
movimiento esta descrito por una funcién del tipo:

z(t) = asenwt +bcoswt, ay bson constantes reales.

Segun los visto en la seccién citada, es equivalente a
x(t) = Asen(wt + ¢),

donde: A es la amplitud de la sinusoide,w es la frecuencia angular medida en radianes
por segundo y ¢ es la fase en radianes. En lugar de w, a menudo se utiliza la frecuencia

. . . . 1
F medida en ciclos por segundo o hercios. La relacion entre ellas es w = 27 F = T donde
T es el periodo.
Estos tipos de movimientos son peridédicos y se llaman sinusoidales o armdnicos simples.

Existen fenémenos periédicos mas complejos, como la vibracién de una cuerda musical,
cuyas oscilaciones estan compuestas de distintas ondas armonicas, como las que descri-
bimos anteriormente. Fourier demostré que las ondas periddicas con formas complicadas
pueden expresarse como suma de ondas armonicas, cuyas frecuencias son multiplos enteros
de la frecuencia fundamental. Asi, supongamos que f(¢) representa el desplazamiento pe-
riédico de una onda y si f(t) y su derivada son continuas a tramos, puede demostrarse que

[e.9]
dicha funcién puede representarse mediante una suma del tipo: f(t) = Z Ay, sen(nwt+py,)
n=1
El término “arménico” viene de la acustica donde la vibracién fundamental de frecuen-
cia angular w corresponde a un tono de cierta altura y los armoénicos primero, segundo,...
corresponden a la primera octava, a la segunda octava, etc.

El proceso de determinacion matematica de los coeficientes A, y las constantes de
fase ¢, , para una forma de onda dada y el estudio de las condiciones bajo las cuales la
serie converge a f se llama Andlisis de Fourier cuyas aplicaciones cubren una gama muy
amplia de saberes como procesamiento de sefiales, telecomunicaciones, neurociencias entre
otros.
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9.2. Preliminares

9.2.1. Funciones pares e impares

Las funciones pares e impares fueron definidas en la seccién 2.3.1, 118. Ahora veremos
algunas propiedades de estas funciones que tienen relevancia en el tema que abordaremos
en este capitulo.

Teorema 9.2.1 Cualquier funcién f : [—a,a] — R, puede ser expresada como suma de
una funcién par y una funcién impar.

Demostracién: Es facil comprobar que:

(f(x) + f(—)) es una funcién par.

(i) g(x) =

(f(xz) — f(—=x)) es una funcién impar.

(i) h(z) =
(iii) f(z) = g(z) + h(x).

Por esta razon, a g se le llama la componente par de f y a h la componente impar de
f O

N = N =

Ejemplo 9.2.2 Si f(x) = €%, su componente par es g(x) = coshz y su componente
impar es h(z) =senhx.

Teorema 9.2.3 Si f : [—a,a] — R, es una funcién derivable, entonces:

1. Si f es par, su derivada f’ es impar.

2. Si f es impar, su derivada f’ es par.

Demostracién: Del calculo diferencial sabemos que:

o) -t L) (@)

h—0 h

w i =1 —h).
lim g(z + h) = lim g(z — h)
De (9.2.1) y (9.2.1) se sigue que

Fea) g T = )

h—0 h h—0 —h
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1. Si fespar,f(—(z+h)) = f(zx+h), f(—z) = f(x) y por lo tanto,

h—0 —h

Asi, vemos que su derivada f’ es impar.

2. Si f esimpar, f(—(z+ h)) = —f(z+ h), f(—z) = —f(z) y por lo tanto,

. —flx+h)+ f(x)

e — 1 f(x — / .

() = tim L) ')

Asi, obtenemos que su derivada f’ es par. O
Teorema 9.2.4 Sea f : [—a,a] — R una funcién integrable.

a
1. Si f es impar, entonces f(z)dx =0
—a

2. Si f es par, entonces flx)dx = 2/ f(z)dx
—a 0

Demostracion:

1.

a 0 a
3 f(z)dx = 3 f(m)dm+/0 f(x)dzx

Haciendo el cambio de variable u = —x,la primera integral queda expresada como:

0 0 0 a a
fayde = [ s an) = [ pdu== ["yan= - [ @)
Reemplazando este valor en la primera ecuacién, obtenemos el resultado.

2. Haciendo el mismo cambio de variable que en el item anterior:

a 0 a 0 a
3 f(z)dx = 3 f(x)dw+/() f(x)da::/ f(—u)(—du)—i—/o f(z)dx

- //;f(u)du—l—/oaf(m)dm/Oaf(u)du+/0af($)d$
=2 [ f(x)dx
0
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Definicién 9.2.5 Dada una funcién continua f :]0,a[— R, se llama:

(i) Extension par de f a la funcién extendida al intervalo | — a,0[ de la forma
f(@) = f(==), x €] —a,0[.
(ii) Extensién impar de f a la funcién extendida al intervalo | — a, 0] de la forma

f(.%) - —f(—.%), Zz 6] - a,O[.

A
1 171 1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
11 11 11
(a) Funcién f (b) Extensién impar de f (c) Extension par de f
Figura 9.1:

Ejercicios propuestos
1. Demuestre las siguientes proposiciones:
a) Si f y g son funciones impares y si ¢; y ¢ son constantes, entonces c; f + cag

es una funcién impar.

b) Si f y g son funciones pares y si ¢; y ¢ son constantes, entonces ¢ f + cag es
una funcién par.

¢) Si fy g son funciones impares, entonces fg es una funcién par.
d) Si fy g son funciones pares, entonces fg es una funcién par.
e) Si f es impar y g es par, entonces fg es impar.

2. Demuestre que la funcién f(x) = 0, para todo = € R, es la tnica funcién que es par
e impar a la vez.

3. Demuestre que si f(x) es par, entonces g(z) = |f(x)| es par.
4. Dada una funcién f cualquiera con D(f) =R:

1
a) Demuestre que g(x) = = [f(z) + f(—x)] es una funcién par.

2
1
b) Demuestre que h(z) = 3 [f(z) — f(—x)] es una funcién impar.
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¢) Verifique que f(z) = g(z) + h(z).
Por esta razén, a g se le llama la componente par de f y a h la componente

impar de f.
. . Tz +1
d) Determine la componente par e impar de f(z) = 1 x # 1.
x J—
5. (Es f(x) = [z] impar? Si su respuesta es afirmativa, escriba la demostraciéon. En

caso contrario, dé un contraejemplo para mostrar que no es impar.

6. Analice la paridad o imparidad de las funciones g(z) = [z]|+ [—x] y
h(z) = [z] — [—x]. Gréfiquelas.

9.2.2. Funciones periddicas

Recordemos la definicién de una funcion periédica y algunas propiedades.

Definicion 9.2.6 Una funcién f : R — R se dice que tiene periodo T, si existe T # 0
tal que

f(x+T)= f(x) paratodo z € R. (9.1)

Donde T es el menor nimero real que satisface (9.1). En tal caso hablaremos de una
funcién T —periddica.

Observacion 9.2.7 Es facil comprobar que si f es una funciéon T'—periddica, entonces se
cumple que

flz +kT) = f(x), para todo k € Z. Por esta razén, el periodo se define como el menor
numero real que satisface (9.1).

Teorema 9.2.8 Una funcién f: [a,b] — R puede ser extendida a R como una funcién
T—periddica, donde T'=b — a.

Demostracién:

Basta definir F': R — R tal que F(z +T) = f(x) . La funcién F se llama extensién
periddica de f. O
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Figura 9.2: Extensién periédica a la recta real de f(x) = coshx definido en el intervalo
[_27 2] :

Teorema 9.2.9 Si f es una funcién T'—periddica, integrable sobre R, entonces se cumple
que:

o [ @i [ pwar

~T/2 —T/2

(i) / ) de = /0 " ) da

T

Observacion 9.2.10 Una funcién T-peridédica sobre R estd completamente determinada
por sus valores en |—T/2,T/2] o sobre |0,T] y para que sea continua sobre R, basta
que lo sea sobre |—-T/2,T/2] o sobre ]0,T]. En efecto, la continuidad sobre el intervalo
abierto es facil de verificar. Par obtener la continuidad en 7/2, debemos verificar que

Ii = Il = f(T/2). E incipio, al calcul t f
x_)l%);lz_ f(z) x_)lj{I/l2+ f(z) = f(T/2). En principio, al calcular (x), estamos fura
().

del intervalo, pero usando la periodicidad obtemos que HII/l flx) =
z—T/2—

1§
x—»lﬂzr/l2+ /

1t
J:—>l’}l}2+ !

Aplicacién del teorema 9.2.9 Si f(x) es una funcién 27- periédica, tomando en el
item (i) a=n y T = 2, se tiene que

T 2w
f(z)de = f(z) dx
-7 0

Para calculos concretos se elegira la forma maés cémoda segun el caso.
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9.2.3. Funciones continuas y derivables a tramos

Definicién 9.2.11 Una funcién f(z) definida en un intervalo [a,b] se dice continua a
tramos o seccionalmente continua si existe un nimero finito de puntos a = ag < a1 < ag <
... < ay = b de modo que:

» f es continua en |a;—1,a;[,i =1,2,..,n.

= En cada a; , la funcién f tiene limite a la derecha y a la izquierda. Es decir, f (a;r)
y f(a; ) son nimero reales.

Se dice que f : R — R es continua a tramos en R si f(x) es continua a tramos en cualquier
intervalo [a,b] C R.

Es importante observar de la definicién que, no importa el valor de f en a;. Ademds, estas
funciones son integrables y se tiene que:

b i=n g
/a floyda =3 /a“f(rc)dm

Ejemplo 9.2.12 La siguiente funcién es un ejemplo de una funcién continua a tramos.

|

x? si x€]0,1] L
fx) =13 (x —2) si x€]l,2]
x si x€]2,3] ‘ ‘ ‘

Figura 9.3: Una funcién continua a tramos

’ ' 2 3 11 5 7
/()f(w)dx:/()x2dx+/l(w—2)dx+/2 xdx:§—§+§:§,
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Onda diente de sierra

Observacion 9.2.13

1. Si A € Ry f es continua a tramos entonces Af es continua a tramos.

2. Si fi, f2 son dos funciones continuas a tramos [a,b] — R entonces fi(x) + fa(x) es
continua a tramos.

De la observacién (9.2.13) concluimos que el conjunto de funciones , { f : [a,b] — R, continua a tramos },
es un espacio vectorial real.

Definicién 9.2.14 Una funcién f(x) definida en un intervalo [a,b] se dice derivable a
tramos o seccionalmente derivable si existe un nimero finito de puntos a = ag < a1 <
ag < ... < ap, = b de modo que f es derivable en Ja;_1,a;[,i = 1,2,..,n y f’ tiene limites a
la izquierda y a la derecha de cada a;, es decir los limites :

- — fla- + — f(af
lim = flag +h) = fle;) y lim = fla) +h) = fla]) existen.
h—0- h h—0+ h

Se dice que f : R — R es derivable a tramos en R si f(z) es derivable a tramos en
cualquier intervalo [a,b] C R.

Definicién 9.2.15 Una funcién f(z) definida en un intervalo [a, b] se dice k veces deri-
vable a tramos o seccionalmente k veces derivable si existe un nimero finito de puntos
a=ap<a; <ay<..<a,=>by fesk veces derivable en Ja;,_1,a;[,i = 1,2,..,n y las
funciones f, f', f”,...,f% tienen limites a la izquierda y a la derecha de cada a; en el
sentido de la ecuacién 9.2

Se dice que f : R — R es k veces derivable a tramos en R si f(x) es k veces deriva-
ble a tramos en cualquier intervalo [a,b] C R.
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Esta funcién es continua en su dominio y
derivable a tramos, pues la derivada no
existe en los puntos donde hay aristas. Del
grafico es evidente que en los puntos donde
/! no existe, si existen los limites a izquier-

da y derecha de f’. s 6 -5 4 -3 _9 _

Figura 9.4:

9.2.4. Férmulas trigonométricas

Recordemos las siguientes propiedades de las funciones seno y coseno.

1.
cos(a + 3) = cos(a) cos(3) — sen(a) sen(p) (9.2)
cos(a — ) = cos(a) cos(3) + sen(a) sen(f)
Sumando (9.2) y (9.3), obtenemos:
2 cos(a) cos(B) = cos(a + 3) + cos(a — ),
luego
cos(a) cos(§) = cos(a + f3) ;— cos(a — ﬂ).
(9.4)
Usando esta férmula se demuestra el siguiente resultado:
- 0 si n#m
/ cos(nz)cos(mx)dr =<7 si n=m#0 (9.5)
o 2r si n=m=10
2.
cos(a — 3) = cos(a) cos(3) + sen(a) sen(f) (9.6)

cos(a + 3) = cos(a) cos(3) — sen(a) sen(/3)
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Restando (9.6) y (9.7) obtenemos:
2sen(a)sen () = cos(a — ) — cos(a + ).

Aplicando esta férmula tenemos el siguiente resultado:

/W sen(nz) sen(mz) de = {0 n#m (9.8)

T n=m>1

—Tr

sen(a + ) = sen(a) cos(B) + sen(3) cos(a) (9.9)
sen(a — ) = sen(a) cos(f) — sen(3) cos(a) (9.10)

Sumando (9.9) y (9.10), nos da:

2sen(a) cos(B) = sen(a + ) + sen(a — f3)

Luego,
sen(a) cos(8) = sen(a + f3) —;—sen(a - ﬁ).
Asi, obtenemos que:
/ sen(nz) cos(mx)dr =0, para todo m,n enteros no negativos. (9.11)

9.2.5. Funciones ortogonales y la serie de Fourier

Definicién 9.2.16 Sea {¢,} una sucesién de funciones de continuas a tramos sobre un
intervalo [a,b] . Diremos que la sucesién es ortogonal con respecto a la funcién peso w(x)
si y sélo si

0 si n#m

#0 si n=m (9.12)

b
/ on(x)om () w(x) dx {

Ejemplo 9.2.17 1. {1,sen(nxz),cos(nz),n € N} es un conjunto de funciones ortogo-
nales con respecto a la funcién w(zx) = 1.

2. Se definen los polinomios de Hermite mediantes las siguientes propiedades:
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Hy : P,(z) es un polinomio de grado n.
+o0
H, : Sin # m se cumple que / P, (z)Pp(x) e~ dx = 0.

—00

Hs : El coeficiente de 2™ es 1.

Pueden generarse mediante la férmula

2 dn 2
P,(z) =(—-1)"e" — <e_x > 9.13
(@) = (—1)"e” (9.13)
Estos polinomios forman un conjunto de funciones ortogonales con respecto a

1
w(z) = e~**. En particular Py(z) =1, Pi(z) =2, Py(x) = 2% — 5

. Se definen los polinomios de Legendre mediantes las siguientes propiedades:

L;: P,(z) es un polinomio de grado n.
1

Ly : Sin # m se cumple que / P, (z) Py (x)dx = 0.
-1

Lg : Pn(l) =1.
En particular,

a) Po(z) =

1 ¢) Py(z) = %(3952 S d) Py(a) = %(5:& ~ 3a).
b) Pi(z)=x

Los polinomios de Legendre forman un conjunto ortogonal en el espacion de las fun-

ciones continuas a tramos definidas sobre [—1, 1]

Definicién 9.2.18 Dado un conjunto de funciones ortogonales en [a, b] con respecto a la
funcién peso w(x) , se llama serie formal de Fourier de una funcién f a una expresién del

tipo
“+o0o
> enpnl(2), (9.14)
n=0
donde )
cn:/ f(@)op(z) w(x) de. (9.15)

En tal caso escribiremos

+o0
f(.L') ~ Z Cn‘Pn(x)‘ (916)
n=0
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Si consideramos el espacio vectorial real € de las funciones f continuas a tramos sobre
[a, b], podemos definir sobre este un producto interno o escalar mediante la férmula:

9 b
(19) = | fa)gla)d. (917)
Este producto escalar induce la siguiente la norma (longitud del vector ),
U 9 b 1/2
=02 = |2 [ rgteas] (9.18)
y a su vez esta norma induce la siguiente distancia:
d(f,9) = IIf = gll (9.19)
Definicién 9.2.19 Dos funciones f y g de € se dicen ortogonales si
(f,9) =0. (9.20)

9.2.6. La serie de Fourier como la mejor aproximacién en media cuadrati-
ca

La serie de Fourier de f con respecto al conjunto ortogonal {yy,}, tiene la propiedad
de ser la mejor aproximacién de f con respecto a la distancia definida en la ecuacién
(9.19). Es decir, de todas las posibles combinaciones lineales de las funciones {¢, }, la que
minimiza el error cuadratico es la combinacién lineal cuyos coeficientes son los coeficientes
de Fourier. En efec;cLo:

+o0o
Sea P,(x) = chgpk(:n) una combinacién lineal cualquiera y sea f = Zami(m),
k=1 i=1

donde a; es el correspondiente coeficiente de Fourier. Queremos determinar los ¢, de modo
que el error

d(f, P) = |f = Pall. = (f — Pu, f — Pu)/? (9.21)

sea minimo. Como la funcion raiz cuadrada es creciente basta minimizar la cantidad
subradical. Usando las propiedades del producto escalar, tenemos que:

<f_Pn7f_Pn>:<f7f>_2<fapn>+<Pn7Pn>

Usando que

1Pl ="k v ([P =) arc
k=1 k=1
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nos queda
(f=Po, f = Pa) = IFIP+D i —2) arcw
k=1 k=1
Completando cuadrado
(f = P f = Pa) = | FIP+)_(ak —en)* = > a}
k=1 k=1

La tltima expresién es minima cuando Y j_;(ax — cx)? = 0. Esto es equivalente a decir
que los coeficientes ¢ deben ser los Fourier.

9.3. Series de Fourier para funciones periédicas

El caso general de series de Fourier esbozado en la subsecciéon anterior tiene la ventaja
que muchas demostraciones resultan m&s simples en su escritura, ademds de tener una
vision un poco més general del tema. Pero, en primera instancia nos interesa desarro-
llar series de Fourier para funciones periédicas, como seno y coseno tienen periodo 2,
trabajaremos con funciones 27 —periddicas.

Definiciéon 9.3.1 Llamaremos Conjunto de funciones de Fourier, denotado por §, al
conjunto de las funciones f que satisfacen las siguientes propiedades:

1. f:R — R es continua a tramos.
2. flx+2m) = f(z).

Ejemplo 9.3.2
1. sen(nz) € §, para todo n € Z.
2. cos(nx) € §, para todo n € Z.
3. asen(nx) + bcos(nz) € F.

a n
4. ?0 + kz_:l(ak cos(kx) + by sen(kx)) € §.

5. La extension periédica de cualquier funcién continua en cualquier intervalo |a, b|
pertenece al conjunto §
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Es facil verificar que § es un espacio vectorial real de dimensién infinita. En parti-
cular, las funciones 1, cos(x),sen(x),cos(2x),sen(2x), .., cos(nx),sen(nx) son elementos
ortogonales y por tanto,linealmente independientes de § .

En este caso la serie formal de Fourier de f € §, con respecto al conjunto

{ 1,cos(nz),sen(nz), n € N}

eS:

+0oo
f(z) ~ % + Z(ak cos(kz) + by sen(kx)), (9.22)
k=1
en que los coeficientes son:
1 ™
an = — f(z)cos(nz)dx ,n=0,1,2,3.... (9.23)
™ —T
1 ™
b, = = f(x)sen(nx)dx ,n=0,1,2,3.... (9.24)

Una forma alternativa de calcular los coeficientes de Fourier, es usando el calculo
integral. Aceptando la igualdad:

“+oo
f(z) = % + Z(ak cos(kx) + by sen(kx)),
k=1

Multiplicando ambos lados por cos(nx) e integrando entre —7 y 7, nos queda:

s s +oo s s
f(x)cos(nz) dx = % cos(nz) dx + Z [ak / cos(nx) cos(kx) dx + by, / cos(nx) sen(kz) dx

Usando los resultados de la subseccion 9.2.4, obtenemos:

an = — f(z)cos(nz)dx ,n=0,1,2,3...
m —Tr

Repetiendo el procedimiento multiplicando por sen(nzx), obtenemos:

by, = 1 f(x)sen(nx)dx ,n=1,2,3....
m —T
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Asi, obtenemos las expresiones para ag, an, b, ¥n > 1 en términos de la integral

% i f(z)dr = ap (9.25)
% ' f(z)cos(nz)dx = a, (9.26)
% ' f(z)sen(nx)dr = by, (9.27)

—T

Hablaremos de serie formal de Fourier hasta que podamos establecer las condiciones
de convergencia puntual de tal serie. Ahora, veremos ejemplo de cémo calcular algunas
series de Fourier de funciones periddicas.

Ejemplo 9.3.3 Sea f la extensién periddica de la funcién signo, es decir f(z) = sig z ,
x €] — m,m|. Su serie formal de Fourier es:

+o00o
ao
f(z) = 5 + z [a,, cos nx + by, sen nx] (9.28)

n=1

Calculo de los coeficientes a,,: La funcién signo es impar, por tanto, todos los coefi-
cientes a,, n=20,1,2,,... son nulos.

Caélculo de los coeficientes b,:

1 T 1 ™ 1 0 ™
by, = —/ f(z)sennx dr = —/ sig (z) sennx dxr = — {/ (—1)senm:dw+/ sennx dm]
™ 0

T J—x —T Q -7
- 4 . .

2 2 @ — sl n esimpar
= — [ sennxdr=—(—cosnx)| =4{ nmw

™ Jo nmw 0 si m es par

A
1
32 - 0o 1 2 3
-1

Figura 9.5: La funcién signo
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Por lo tanto, la serie de Fourier de la funcién signo es:

4 (senx sen3xr senbr 4 I
< + + —|—> :—Zsen(Zk—i—l)a;.
o

R 3 5
Ejemplo 9.3.4 Si f(z) = 7 — |z| , =7 < & < 7, la serie de Fourier de la extensién
periddica de f es
ap <X
f(z) = 30 + Z [a,, cos nx + by, sennx]. (9.29)
n=1
flx) =7 — |z

Célculo de los coeficientes a,,: Como f es par, f(x)cos(nz) es par, por lo tanto,

1 ™ 2 ™ 2 2 |7 2 2
ap = — _ﬂf(x)dm:%/o (7‘(‘—1’)(11‘:;(7'('1'—%)0:;(71'2—%):7['.
1 (" 2 ("
ap = — f(x) cos(nz) dx = —/ (m — x) cos(nx) dx
L ™ Jo
Integrando por partes, con:
u=m—x, y v =cos(nz), implica v =-1, v= —sen(nr)
n
Por lo tanto,
T T—x .
/ (m — ) cos(nz) dx = sen(nx)| + —/ sen(nx) dz
0 n o MJo
—_—
J
7= 2 [T senudu=2-cosu)| =21~ contam) = 11— (-1)")
=— senudu = —(— cosu = —(1 —cos(nm)) = —(1 = (=1)").
n Jo n 0 n n




838 CAPITULO 9. SERIES DE FOURIER
Reemplazando este valor en la expresién de a,, nos queda:
1 0 si n=2k

1—(-1)") = 4
( (=1 —— st n=2k-1, k=12....
n?m

2
ap = —
T

n2

Calculo de los coeficientes b,: Como f(x)sen(nz) es impar los coeficientes b, son
nulos.

Por lo tanto, la serie de Fourier generada por f es:

™ 4 4 4
flx) ~ 5 + = cos(z) + 32 cos(3z) + w2 cos(5Z) + .ot vevreannn.

9.4. Desigualdad de Bessel

+oo

Teorema 9.4.1 Sea f € §Fy f(z) ~ % + Z(ak cos(kx) + by sen(kx))
k=1

entonces:

+o0o T
%a3+2(a%+bi>s 1/ (f(2))? da
k=1

™ —T

Demostraciéon: Retomando los cdlculos realizados en la subseccion 9.2.6 y adaptando-
los al caso de una serie de Fourier para funciones periodicas, para cada n € N tenemos:

P,(z) = % + Z(ak cos(nz) + by, sen(nz))
k=1
“+oo
R, (x) = f(x) — P, = Z (ay cos(kx) + by sen(kx))
k=n+1

Ademss, en la citada subseccién demostramos que entre todos los polinomios trigonométri-
cos que aproximan a f el que minimiza la expresién (f — P,, f — P,) es el polinomio de
Fourier y se tiene

If = PallP={f = P, f = Pu) = IFIP= ) af. (9.30)

k=1
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En particular tenemos que :
£ = Rl = [ (@) - Palo)
117 = [ () a.

—T

n

Y la suma E ai, en nuestro caso particular toma la forma

k=1
1, X
S0+ > (ai + bf)
k=1

Asi, tenemos que

[ @ -p@ra= [ G@Pa- Gy ds Y8 @3

- T k=1 k=1

El lado izquierdo de la ecuacién (9.31) es no negativo por ser la integral de una funcién al
cuadrado.
Por tanto,

—Tr

™ 1 n n
/ (f(z))*dx — (iag—i—Zai—i—.Zbi) >0, paratodon e N. (9.32)
k=1 k=1

n

Como la integral no depende de n, ella es una cota superior de las sumas parciales Z ai +

k=1
Z b% y por lo tanto, pasando al limite se tiene que:
k=1
T 1 +0o
/ (f(2)?dx > §a§ + (af +b}). (9.33)
- k=1
De donde se tiene la desigualdad de Bessel. O

Corolario 9.4.2 Si f es continua a tramos en —7 < x < 7, entonces:

lim ap = lim b, =0.
k——o00 k——+4o00
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Demostraciéon: Una consecuencia de la desigualdad de Bessel es la convergencia de la

+oo
serie de términos positivos Z(ai +b2). Por lo tanto, el término general de ella tiende a
cero. k=t
az + b3 — 0, (9.34)
lo que implica
ai—0 y b —0 sin— +oo. (9.35)
Por lo tanto,
ap — 0 y by—0 sin— +oo. (9.36)
9.37)
O
Usando las formas explicitas de los coeficientes de Fourier,tenemos:
lim f(z)cos(nz)dx =0, lim f(z)sen(nz)de =0|
n—-4o00 . n—-4o00 o

En particular, esta propiedad implica que los armoénicos de una funcién periddica tienen
una amplitud que disminuye cuando n crece. La figura 9.6 muestra los cuatro primeros
armonicos de la extensién impar de funcién f(x) =1, = €]0, [

1T Segundo arménico 1 Tercer arménico

Figura 9.6: Los cuatro primeros arménicos de f(z) =1

9.5. Foérmula de Dirichlet

Para usar las aproximaciones de una funcion periédica mediante polinomios de Fou-
rier, es necesario saber bajo qué condiciones la serie de Fourier converge puntualmente.
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Los siguientes resultados son necesarios para establecer dicha convergencia. En primera
instancia obtendremos una estimacion para el resto de este tipo de aproximacién. Sean:

P,(z) = % + Z(ak cos(nx) + by sen(nz)) (9.38)
k=1
Ry(z) = f(z) — Pa(z) (9.39)
1
D,(t) = 3 + cos(t) 4 cos(2t) + .... + cos(nt), llamado nicleo de Dirichlet de orden n.
(9.40)

Observacién 9.5.1 1. Es inmediato que D, (t + 27) = D, (t), para todo x €] — 7, 7.

™
—T —Tr —Tr

& 1 /™1 1 [7
2. 1 D, (t)dt = 1. consecuencia de que —/ 3 dt=1y —/ cos(kt) dt = 0, kN.

Teorema 9.5.2 Formula para el resto de Fourier en término del nicleo de Di-
richlet
Sean f € §, R,(z) el resto de Fourier de f y D, (t) el nicleo de Dirichlet. Se cumple que:

1 s

Rofe) =+ [ [7la) = fla = 0] Dty (9.41)
Demostracion: En la expresion del polinomio de Fourier, reemplazamos los coeficientes
por sus formas explicitas, obteniendo:

P,(z) = % + aj cos(z) + by sen(x) + ag cos(2x) + by sen(2z) + ...... + ay, cos(nz) + by, sen(nx)

L[ I 17
=5 - f(t)dt+ COS(w); - f(t)cos(t) dt + sen(x); - f(t)sen(t)dt + ...+

+ cos(nm)% i f(t) cos(nt) dt + sen(nm)% ! f(t)sen(nt)dt

Reagrupando los sumamdos, nos queda:

:% _ﬂ f(t)dt + % _W f(t) [cos(x) cos(t) + sen(x) sen(t)] dt+

+ % _W f(t) [cos(2x) cos(2t) + sen(2z) sen(2t)] dt+

+...+ % _ﬂ f(t) [cos(nz) cos(nt) + sen(nz) sen(nt)] dt
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Cada expresién en paréntesis cuadrado corresponde a un coseno de la diferencia de los
argumentos respectivos, asi:

= %/W f(t)dt+% i f(t)cos(:c—t)dt+71T f( ) cos(2 (m—t))dt+...% i f(t)cos(n(z —t))dt

1 (" 1
= — f(:n) [2 + cos(x —t) +cos(2(x —t)) + ...+ cos(n(x — t))] dt
= —/ f(z)Dp(x —t)dt.
Haciendo el cambio de variable u = x —t,tenemos du = —dt y los limites de integracién

son u =x+myu=x—m. Por lo tanto, el polinomio P,(x) puede escribirse como:

T—7 x4
Py(z) = %/+ (@ — u) Dy (1) (—du) = %/_ (o — u) Dy (1) du
= % i f(z —u)Dy(u) du

En virtud de f(z + 27) = f(x), D(u + 27) = D(u).

Usando la propiedad 2 de la observacion 9.5.1, podemos escribir:

f@) = f@)1=76@) [ Datydr =2 [ f@)Da0)
Asi, tenemos
1 T ™
Ro(e) = @) = Pa() = - [ @)D= [* fo-uDuwdn 942)

= [ U@ - fe = u)Daw)du (9.43)

—Tr

Con lo que termina la demostracion. O
Ahora vamos a deducir una expresién resumida para Dy, (z).

Teorema 9.5.3 Si n € Ny entonces

1
D, (z) = w para todo x # 2km, k € Z. (9.44)
2sen (%)
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Demostracion: Usaremos induccién en n.

= Sin=0,

Dy(r) = %

Por otra parte:

sen((n—i— %) a:) :1

= .
ven(y) 2
sen | 5
Por tanto, la férmula (9.44) es valida para n = 0.

» Supongamos que (9.44) es vélida para n — 1,n > 1. Por hipdtesis de induccién
tenemos que:

=

) 2)
)

D, (z) — cos(nz) = % + cos(@) 4 cos(22) + ... + cos((n — 1)z) = Sen2(£:n_(

RIE [

Sumando cos(nz) a ambos lados tenemos,

sen ((n - %) x) + 2sen (%) cos(nx)
2 sen (%)

Dy () = sen ((n — %) )

9.45
2 sen (%) ( )

+ cos(nz) =

Usando las formulas de seno de una diferencia y de una suma, obtenemos que:

sen <<n _ %) m> = sen(nz) cos (5) — sen () cosna)
sen <<n + %) w) = sen(nz) cos (g) + sen (g) cos(ni)

— sen(nz) cos (g) — sen (g) cos(nz) + 2sen (g) cos(nz) (9.46)
sen <<n + %) w) = sen <<n - %) x) + 2sen (g) cos(nz)) (9.47)

Reemplazando (9.47) en (9.45), obtenemos:

1
el
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9.6. Un resultado de convergencia

Hasta ahora sabemos calcular la serie de Fourier de f € §, pero no sabemos nada sobre
su convergencia. En esta seccion probaremos que si f es derivable en zg € R, entonces

“+oo
% + Z(ak cos(kxo) + by sen(kzo)) = f(xo),
k=1

con ay, by definido por

ay = 1 /7r f(x) cos(kx) dx, by, = L/ f(x)sen(kz) dx.

™ —T
Lema 9.6.1 Si f € § y emiste f'(xg) entonces, la funcidn

f@o)—fwo—w) o
ool = 2(3) ?

f'(xo) si u=0

es continua a tramos en | — m, 7|.

—f(x0 —u)(=1)

cos (%)
y evaluada en u =0 es f'(xq). Por lo tanto,h’rr(l) U, (u) = f'(x0). O
u—

Demostracién: Usando la regla de L’Hopital tenemos que W), (u) =

Teorema 9.6.1 Convergencia de la serie de Fourier Si f € 3§, existe f'(zg) y

P,(z) = a02(t) + Z(ak(t) cos(kx) + by (t) sen(kx)) entonces nli}rfoo P, (z9) = f(xo).
k=1

Demostracién: Usando la férmula de Dirichlet (9.41) tenemos

1 ™
Rafeo) =+ [ (7o) = Fa — )] Dafu)du
1
sen (<n + B u)
De acuerdo al lema ?? D, (u) = u , por lo tanto:
2sen (5

[f (o

)

)

[F(w0) — (0 — u)] Do(u) = ;f <(°””) ) <(n N ;) u>
s ((n+3) )
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1 U U
Como sen | [ n + 3)u)= sen(nu) cos <§) + cos(nu) sen <§), entonces

R, (x0) = 1 /7r U, (u) {sen(nu) cos (%) + cos(nu) sen (%)] du (9.48)

7r —T
1 4 U

=— /7r U, (u) cos (%) sen(nu) du + %/ U, (u) sen (5) cos(n)du.  (9.49)

™ J_x -

u u
Las funciones ¥, (u) cos (5) y Wy, (u) sen <§> son continuas a tramos, podemos aplicar

el corolario de la desigualdad de Bessel, 9.4.2 y tenemos:

1 ™
lim —/ U, (u) cos <%) sen(nu) du = 0

n—-+oo T —r

3 1 [ U
lim —/ U, (u) sen <§> cos(nu) = 0.

n—-+4oo 7T .

Con estos resultados y la ecuacién (9.49), concluimos que 11’51_1 R, (x0) = 0. O
n—-r+oo

Ejemplo 9.6.2 Consideremos la funcién signo f(z) = sig (x). En el ejemplo 9.3.3, obtu-
vimos la serie formal de Fourier de f.

4 4 4
sig () ~ = sen(x) + 3 sen(3z) + B sen(5x) + ...

Ahora, en virtud del teorema 9.6.1 y siendo sig(x) derivable en x = g tenemos la igualdad:

T 4
ig (=) =— -1 — + —(-1 9.50
518 <2> 7r+37r( )+57T+77T( )+ ( )
T 4 1 1 1 1 1
igl(l=)=—|l—-—=4+=—=+=-——+..... 51
S%<2> ™ TR R R T ] (9:51)
4~ (-)F
—— . 9.52
ﬂkzzo%’—{—l ( )

En particular tenemos:

. 4 2 3m/2 om/2 4 1 1 1
sig <g):1:_<sen7r/ 4 Sen 7/ 4 sen 7/ +.“>:;<1_§+3_?+”‘>.

T 1 3 5

Lo que nos da una forma de aproximar 7:

1 1 1
41—+ 1...).
m ( 35 7t )
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Establecemos ahora el siguiente resultado

Teorema 9.6.3 Estimacién del salto de S,,(z)

Sea f € § declase C!y sea S, (x) la enésima suma parcial de la serie de Fourier , entonces

lin_Su(ro) = 5(F(ag) + Flp)).

n—-+00

Demostraciéon: Haremos la demostracién en tres pasos.

Paso 1
La funciéon ¥ definida por la ecuacion

flrotu)+fwo—uw)—f(zg)—Flzg) 0
Vo (u) = 2sen($) e
Fag) = f'(xg), siou=0

es continua a tramos en | — 7, 7.
En efecto:

(9.53)

(9.54)

Basta analizar el comportamiento de ¥ en u = 0. Puesto que en el resto del intervalo a lo

mas tiene un numero finito de discontinuidades con limites laterales.

_ flaotu) = flad) uw, flawo—u)— flag) u
Falt) = 2sen (3) = u 2sen (%) - u
Gy = JE0 O S@D) 5 flao—w) = flap)

U sen (%) —u

Por lo tanto,
lim W,o(u) = /(o) + £ (7).

u—0t

Paso 2
Para cualquier a € R, se tiene

o .

Sp(z) —a

En efecto:
Sabemos que

(f(x+u) + f(z — u) — 2a) Dy, (u) du.

(9.55)
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El cambio de variable u = ¢t — x transforma el intervalo de integracién | — 7, 7| en | —
m — x,m — x[, pero considerando la periodicidad del integrando, podemos integrar sobre
| — m, w[. Asi, tenemos que:

—xr+7 ™
Sp(x) = %/ ) f(z+u)Dyp(—u)du = % 3 f(x+u)Dy(u)du, pues Dp(—u)= Dy(u).
Por lo tanto
Sp(z) —a= %/_ﬂ (f(x +u) —a)Dy(u) du. (9.56)

Por otra parte, el cambio de variable u — —u, lleva el intervalo [—, 0] al intervalo [0, 7]
y el intervalo [0, 7] al intervalo [—, 0], asi tenemos que:

S, () = —% T fa — w)D(u) (du) = % _W F(z — w) Dy () du. (9.57)
Por lo tanto
Sp(x) —a = %/_ﬂ (f(x —u) — a)Dy(u) du. Usando que %/_ﬂ Dy(u)du=1. (9.58)

Sumando (9.55) y (9.56), obtenemos:

2(5u(@) ~a) = 1 [ (e =)~ aDuwdu+ + [ (o) - a)Dyfu) du

— = [ (=) + fla+ 0~ 200D () du

Por lo tanto,

(@) —a = % " (Flo— ) + Flo — ) — 2a) Dy () du.
Paso 3
Aplicando este resultado para x = xgy a = % [ f (:U(J{ )+ flzy )], tenemos que:
SuCan) 5 L) + Fa)] = 5= [ [fao =) = ) + fan +0) = Flai)] Do) do.

Teniendo en cuenta que:

w [f(wo—u) — flag )+f(9co+u) f(x +)] Dy (u) =
:[f(xo—u)—f( )+ flwo +u) — flad)] Da(w) 28%(3)
5)-

U
2sen 3)
sen ( 3
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» Dp(u)sen (g) =sen ((n+3)u).

Podemos escribir:

[Fwo —u) — f(af) + Flwo +u) — F(@3)] Dalu) = Wy (u) sen (<n + %) u)

= U, (u) [sen(nu) Cos (g) + cos(nu) sen <§)]
= U, (u) sen(nu) cos <g) + W, (u) - sen (g) cos(nu)

Luego,

Sn(mo)—% [f(zd) + fzg)] = % /_7; U, (u) sen(nu) cos (%)%—% /_7; Uy, (1) cos(nu) sen <g> .

Usando el resultado del paso 1, W, (x) cos(3u), W, (z)sen(3u) son funciones continuas

por tramos en [—7, 7], lo que nos permite usar el corolario de la desigualdad de Bessel y
escribir:

1 ™
el U, (u) sen(nu) cos <%) — 0 si n— 400
I (U .

o | U, (u) cos(nu) sin <§) — 0 si n— 4o0.

Finalmente, concluimos:

[£(zd) + flzg)]-

O
En sintesis tenemos el siguiente resultado sobre la convergencia de la serie de Fourier.

Teorema 9.6.4 Teorema de Dirichlet
Sea f una funcién definida sobre R, 27-periédica, C' a tramos. Entonces, para todo
zo € R, la serie de Fourier de f converge y se cumple que

f(xo) si f es continua en x

—+00
+Y (agcosnag +bysennao) = 4 f (x5) + f ()
n=1 2

ag
2

si f es discontinua en xg

Ejemplo 9.6.5 Retomando el ejemplo 9.3.4, sabemos que la serie formal de Fourier de
fl@)=m—lz|, -7 <z <mes:
4

4 4
fz) ~ g + cos(z) + 32 cos(3x) + o cos(5x) + ... +

1) cos((2n+1x)+....
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Para verificar que f es de clase C'! a tramos, basta analizar su comportamiento en zg = T,
ya en resto de los puntos es continuamenente derivable.

f(ﬂ_) =0, f(7r+) =0, f/(7r+) =1, f/(ﬂ_) = -1

Aplicando el teorema 9.6.3 sobre el salto de S, (z¢) en xg = 7, tenemos:

z 1 -
im Su@o) = 5 [f(rh) + f(x)] = 0.
0 sea que
——I—ECOS( )—|——COS(3)+ =0
2 7 m 327 " a
G R T RN
2 T 32 52 72
4+1—|—+1++1++1+ =
- Tttt | =3

Por lo tanto,
11 1 ™ Ryo1 2
1+ 4=+t =—= .

En los otros puntos, donde existe f’, se aplica el teorema 9.6.1 y tenemos que

™

4 4 4 4
flz)=n—|z| = 5 —i—; cos(x)+—5— cos(3x)+% co8(52 )+ .ot o———5— cos((2n+1)x)+. . ...

RENY (2n 4+ 1)%x

Ejemplo 9.6.6 La serie de Fourier de f(z) =x , z € [, 7] es:

+oo
ao
f(z) = 5 + Z [a,, cos nx + by, sen nx] (9.59)

n=1

Calculo de los coeficientes a,: La funcién idéntica es impar, por tanto, todos los
coeficientes a,, n =0,1,2,,... son nulos.

Calculo de los coeficientes b,: El calculo de b,, se realiza usando integraciéon por
partes.

1 [" 1 [7
b, = — f(x)sennzdr = —/ xsennx dx

L —— T™J-xn

2 (7 2 [—xzcosnz sennx
= — rsennx dr = — + 3
m™Jo T n n

T _27.‘,(_1)11 (_1)n+1

0 nm n
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Por lo tanto, la serie de Fourier de f(z) = z es:

x = 22 1)ntt SN e , para todo z €] — 7, 7.

Ejemplo 9.6.7 La serie de Fourier de f(z) = 22 , x € [—7, 7] es:

—+00
%0 + Z [ay, cosnx + by, sen nx| (9.60)

fa) =9

n=1

Calculo de los coeficientes b, La funcién f es par, por tanto, todos los coeficientes
bn, n=1,2,,... son nulos.

Calculo de los coeficientes a,, El calculo de a, se realiza usando integracién por
partes.

1 (" 1 [
an = — f(x)sennzdr = —/ x? cos nx dx

). ) .
2 [T 4 2 sennx] |t 4(—1)"
= — T cosn:nd:vz—[—xcosn:n—i— 3 ] = 3
T Jo T n 0 n
272
ag = —3

Por ser f una funcién continua y derivable a tramos en [—m, 7], el teorema de Dirichlet,
nos asegura la convergencia de la serie, por lo tanto:

= — — 42 1)ntt o8 nm, para todo x €] — m, 7.

INININ SN SN

T 0

Figura 9.7: Onda parabdlica
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Figura 9.8: f(z) = xcosx
Ejemplo 9.6.8 La serie de Fourier de f(z) = xcosx , z € [, 7] es:

+oo
agp
f(z) = 3 + Z [ay, cosnx + by, sen nz| (9.61)

n=1

Calculo de los coeficientes a,: La funcién f es impar, por tanto, todos los coeficientes
an, n=0,1,2,,... son nulos.

Calculo de los coeficientes by,: El calculo de b,, se realiza usando integracion por
partes.

1 [ 1 ["
b, = — f(x)sennzdr = —/ x cosx sennx dz
T ) _x T ) x
2 (7 1 (7 2(—1)™
= —/ x cosx sennx dx = —/ z [sen(n + 1)z + sen(n — 1)z] dx = %
T Jo T Jo ns—1
Aplicando el teorema de Dirichlet tenemos:
Jff( 1y 2ncosnx | wcosx, paratodox €] —m, [
- n2—1 o, si z=2k+ 1), keZ
n=1
Ejemplo 9.6.9 La serie de Fourier de f(z) = |x| , z € [—7, 7] es:
ap X
f(z) ~ ?0 + Z [an, cos nz + by, sen nx] (9.62)

n=1
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31 f(z)=|z|

Calculo de los coeficientes b,,: La funcién f es par, por tanto, todos los coeficientes
bn, n=1,2,,... son nulos.

Calculo de los coeficientes a,: El calculo de a,, se realiza usando integraciéon por

partes.

1 (7 1 [

ap = —/ f(m)senn:nd:n:—/ || sen nx dx
T ) T )
2 [T " -1

= —/ xcosnxdx:Q()iz, n>1

™ Jo ™n

apg = T

Como la extension periddica de f es continua, la serie de Fourier de f(z) = |z| converge
puntualmente a la funcién en todo = € R.

T =
’w‘:§__ ——————, para todo x €] — m, 7.
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“+o0o
Este resultado , a su vez nos permite calcular la suma de la serie Z —
n=1
00 1 +00 1 00
nzlﬁ:nzl@nﬂ Z 2n+1 sz? Z2n+1
+oo
1 1 1
ZZE+Z 2n 1 1)
n=1 n=0
Lo que nos da,
(9.63)
26 I
=n 6
Ejemplo 9.6.10 La serie de Fourier de la funcién triangular
T si x € [—m,0]
0
flx) =
7% 4 ze [0, 7]
7r
a R
flz) ==+ Z [a,, cos nx + by, sen nx] (9.64)
2 n=1

Calculo de los coeficientes a,: El calculo de a,, se realiza usando integraciéon por
partes.

= [t =2 [(r-aim

T T2

1
an = — f(z) cos nx dz

—T

2 iy iy
:—2[/ wcosn:nd:c—/ :Ucosna:d:x]
0 0

s
2 mTsennx T senne cosne
e Tz

N

si n esimpar

n n n

™
2 . 0 si n espar
Sl=CD"T=9 4

m2n?
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Calculo de los coeficientes by,: La funcion f es par, por tanto, todos los coeficientes

bn, n=1,2,,... son nulos. Por lo tanto, la serie de Fourier de f(z) es:
(2 1)z
flx)=1+ = Z COSQan_l , para todo x €] — 7, 7]
3 4
5 flx) =e"
—_/1
o 0

Figura 9.9: Funcién exponencial en | — m, 7]
Ejemplo 9.6.11 La serie de Fourier de f(z) =e*, a€R.

Caélculo de los coeficientes ay:

1 ™ 1 e(lfﬂ
™
ap, = — e“’”cosnxda::—-ﬁ(acosna:%—nsennl‘)}

T J_r T a‘“+n -

1 eam e—ar 0
=— (acosnm +/sgiprn/7 m(acos(—mr) +M
T a?+n

T a®+n?
a ar —an ACOSNT | 4n o WCOSNTT | 4 _gry 2
= ———— (" cosnm —e cosnw) = ——— (e —e =———— (" —¢ c=
(a2 + n2) ( i m) m(a® + n?) ( ) m(a® + n?) ( ) 5
_ 2acosnmsenhar  (—1)" 2asenhan
n(a® +n?)  w(a?+n?)
Calculo de los coeficientes by,:
1 am 1 —am 0
by, = — a2e+ 2[&M ncos nm| — — ﬁ[ase ) + ncos(—nm)]
2 n(=1)(=1)" (e e
1 a?4n? 2
( 1)n+12

= m COSh((lﬂ').
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Asi, tenemos que:

wr Senham 2 = (=)™
e~ — 4 — Z 5— 5 lasenh ar cos nx + n cosh arm sen na] (9.65)
am meZattn

Las hipdtesis del teorema de Dirichlet se satisfacen, por tanto:

h 9 IX (1) e, reR—{km keZ}
M—i—— Z (2 ) 5 l[asenham cos nz + ncoshar sennz| = eamT 4 —am
am T attn cosh am :f,m:kw,kez.
(9.66)

9.7. Series de Fourier de senos y cosenos

Las series de senos se aplican al problema de Dirichlet del calor. Las series de cosenos
se aplican al problema de Neumann del calor y las generales a condiciones periodicas
en el borde. Por ejemplo el problema del calor en una placa circular, que fue el que
estudio Fourier.

Por otra parte, en los ejemplos hemos visto que si una funcién es par, su serie de
Fourier contiene solo términos en coseno y si es impar, solo contiene términos en seno.
Para funciones f : [0,7] — R continuas a tramos puede obtenerse, como hemos visto
en los preliminares, una extensién par o impar sobre el intervalo [—7, w]. Posteriormente,
podemos extender, periddicamente f a todo R. Es lo que estudiaremos en esta seccion.

Definicién 9.7.1 Dada una funcién f : [0, 7] — R continua a tramos se llama :

(i) Serie de Fourier de cosenos de f a la serie de Fourier de la extension periddica
de la extensién par de f al intervalo [—m, 7.

(ii) Serie de Fourier de senos de f a la serie de Fourier de la extension periddica de
la extensién impar de f al intervalo [—m, 7.

Ejemplo 9.7.2 » La serie de Fourier de cosenos de f(x) =z, x € [0,n].
La extension par de f al intervalo [—m, 7| es:

F(x):{f(w) s% x € [0, 7]
f(=z) si z€[-m0]

Por lo tanto, la serie de Fourier de F' contiene sdlo términos en cosenos, puesto que
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F es par.Es decir,
b, =0, paratodon € N.

2/ﬂ 2 <x2>
apg = — rdr=—| =
™ Jo T 2

2 s
ap, = —/ x cos(nz) dz, paran > 0.
0

:2E:7T.
2

0

™

Integrando por partes, tomando
!/ /
v=ux, u =cos(nx) tenemos v =1, wu=sen(nz)—.
n

Por lo tanto,

0 = ; [l(x sen(nz))| — /OW sen(n) dm] _ % . % (—1)" —1]

n g N
B 0 si m es par
B ﬁ si n esimpar.
Asi, la serie de cosenos de f es:
4 4 4
flz)=2= g - cos(z) — o cos(3z) — o cos(bz) — ..., para todo z €]0, ]

Para obtener la serie de senos de f(x) = x, debemos considerar la extensién impar
def al intervalo [—m, 7] :

T si ze |0,
o [f@ s zel]
—f(=z) si x€[-m0]
Por ser GG una funcién impar,los coeficientes a,, son todos nulos. El calculo de b,, se
realiza usando integracién por partes, de manera analoga a la del calculo de la serie

de cosenos.
1 /7 1 /7
b, = — f(m)senna:d:cz—/ x sennx dx
T ) n -
2 /7r 2 [—x coSnT sennx] T 2r(=1)"  (=1)"H!
= — rsennxdr = — + 5 = = —
T Jo 7r n n 0 nm n

Por lo tanto, la serie de senos de f(z) = x es:

n

—+00
T =2 Z(—l)”“ et nx7 para todo z €]0, [.
n=1
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que converge a x para cada 0 < x < 7.

9.7.1. Formula de Parseval

Teorema 9.7.3 Sea f una funcién 2w-periédica continua a tramos en [—, 7|. Entonces
se cumple que:

T +oo
L opa=S 3w v, (9.67
n=1

L "

donde
1 s
an = — f(t) cosntdt,
7T —T
1 ™
b, = - f(t)senntdt,

Demostracién: Haremos la demostracién para el caso en que f es continua de clase C!
a tramos en [—m,7|. La convergencia de la serie de Fourier a f implica la convergencia
uniforme de la sucesién de funciones |s,|?> — f2. Por lo tanto,

1/7r If@®))?dt = lim 1/7r |sn(t)|? dt.

L — n—+oo T [__

En la demostracién de la desigualdad de Bessel vimos que:

2
1 T 1 T n n
;/_7r|sn(t)|2alt:;/_7r %+Zakcoskt+bksenk:t dt:%+ (a +b2).
k=1 k=1
Pasando al limite obtenemos la igualdad de Parseval. O

9.7.2. Integraciéon de series de Fourier

Teorema 9.7.4 Si f es de clase C! a tramos en [, 7], entonces la serie de Fourier de f
es integrable término a término y la serie

+oo
@ + Z(an (F) cosnx + by, (F)sennx), (9.68)
n=1



858 CAPITULO 9. SERIES DE FOURIER

donde
_ [ _ %

1:*(95)/_7r (1)~ %Y a
1 s

an(F) = ;/ F(t)cosntdt, n>0.
1 vy

b (F) = —/ Flt)senntdt, n>1.
m —TT

converge a F.

Demostracién: Por ser f de clase C' a tramos en [—7, 7],tenemos:

“+oo
% + Z(an cosnz + b, sennx) converge a  f,y (9.69)

n=1
T

la funcién F(z) :/ (f(t) - %) dt es: (9.70)

-7
» Continua en [—7, 7]

= Derivable en los puntos de continuidad de f. Asi, F es de clase clase C'' a tramos
en [—m,|.

Por lo tanto, se cumplen las hipétesis del teorema de Dirichlet, 9.6.1 y la serie dada por
la ecuacién por (9.68) converge a F.
Ahora, demostraremos que los coeficientes a,(F') y b,(F') se obtienen integrando los
respectivos coeficientes de la serie de f.
1 ™
an(F) = — F(t) cosnt dt

—T

integrando por partes,tomando:

u=F() y v =cosnt, obtenemos,
ap sen nt
v
2 n
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Por lo tanto,

G AU <f()
. 0
5
1 | F(t)sen 1/7r
-1 7ﬂ LT s
:—%7 TLZ]_

En particular, para obtener ao(F'), usamos que:

“+o0o
F(r)=F(—7m)=0=ao(F) + Z(an(F) coSNr).
n=1

’ n
ademads, usando que a,(F) = ——, tenemos:
n

2 = n
1 ™
bp(F) = = F(t)senntdt

integrando por partes, con
u=F(t) y o =sennt,

obtenemos,

senntdt + —

859
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Por lo tanto,

1| F(t)cosnt " 4 ap cos nt
wip) =2 | SR+ [ (r0-9 >dt]
r 0
"
1| F(t L[ §
_ L _E)cos +—/ F(t) cosntdt — =2 At dt
s n . n T -
:a—", n > 1.
n

F(x) = /_x <f(t) - @) dt = f %[ansennm—i—bn(cosnw — cosnz)]

—+00 x
:Z {/ an, cosnt dt +/ b, sen nt dt]
n=1

—Tr —Tr

]
I

O
Ejemplo 9.7.5 Del ejercicio resuelto 9.6.6 de la pagina 849, sabemos que la serie de

Fourier de z es:
5 Z yr +1Sennz

X

1

Para obtener la serie de F(z) = / tdt = 5(3:2 — %) , aplicamos el teorema recién
—T

demostrado. La integracién término a término de la serie de x, nos da:

22 n+1COSTL.’L’

Considerando que la funcién es par, debemos calcular explicitamente ag

17 1 ("1 1 ("1 —27°
ao:_/ F(x)dxz—/ §(w2—7r2)da::2;/0 §(x2—7r2)da:: 7T.

T ) T )

Por lo tanto, la serie de F'(x) es:

2 +oo

—T _22(_1)71_'_1(30571.%"

2
n
n=1
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Es decir,

%(wQ—ﬂ 22 n+1cosnx,

lo que implica que:

Ccos N
- 4 § n+1

Usando el teorema de integracién de series de Fourier, obtenemos la serie de 22, sin tener
que efectuar las integraciones directas para calcular los coeficientes.

9.7.3. Derivacién de series de Fourier

Teorema 9.7.6 Si f es continua sobre [—m, 7] y f’ es de clase C'! a tramos en [—7, 7] tal
que

+oo
flz) = % + Z(an cosnz + by sennx),, x € [—m, 7. (9.71)
n=1

Entonces la serie de Fourier de f es derivable término a término y la serie asi obtenida
converge a f’.

Demostracién: Por ser f’ de clase C! a tramos en [, 7], la serie

+ Z an(f") cosnz + by (f') sennz), (9.72)
donde:
/ T/, 1 - + .

ap(f') =— f'@®)dt ==[f(m7) — f(=7)] =0, porque f es continua.

™ ™
an(f') = % f'(t)cosntdt, n>1.
bo(f) = 1 f'(t)senntdt, n>1.

m —Tr

converge a f’. Ahora veremos que los coeficientes de la serie dada por la ecuacién (9.72)
se obtienen por derivacién de los respectivos coeficientes de la serie de f.

an(f) = L/ f'(t) cosnt dt

™ —T
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integrando por partes,con:

u=-cosnt y v = f(t), obtenemos,
/

u' =-—nsennt y v=f(t)
Por lo tanto,
!/ 1 i . T
an(f') == |f(t)cosnt| +n f(t)senntdt
m —T
r 0
1 V ™
=— | f(t)cosnt| +n f(t) cosnt dt+
m —T
=nb,, n>1
/ 1 T /
bn(f) = — f'(t) sennt dt
™ —Tr

integrando por partes, con :

u=sennt y v = f'(t), obtenemos,

u =ncosnt y v=f(t)

Por lo tanto,

1 ™
bo(f) == |f(t)sennt| —n f(t) cosnt dt
™ —T
_- 0
1 = ™
=—|f(t)semnit| —n f(t) cosnt dt+
T _
=-—na,, n>1
U
Ejemplo 9.7.7 Aceptando que la serie de Fourier de f(x) = cosh(ax) en [—m, 7| es,
senh (am) ™ cosnx
cosh(ar) = [ + 2a Z a2 T ] (9.73)
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Como f'(z) = asenh(az) en [—7, 7] es continua, excepto en z = km, k € Z, puntos donde
f! tiene limites a la izquierda y a la derecha, Asi, f satisface las hip6tesis del teorema de
derivacién de series de Fourier, por lo tanto, podemos obtener la serie de Fourier de f’
derivando los respectivos coeficientes.

senh (am) +OO 1)ntt
senh(ax) = Z
n=1

nsennx
a2 +n?

, ¢ €] —mml (9.74)

9.7.4. Serie de Fourier de funciones peridédicas de periodo cualquiera

Si f es una funcién T-peridédica, T # 27, usando el cambio de variable x = 2—u,
T
obtenemos que la funcién ¢(u) = f(z(u)) es de periodo 27. En efecto:
+ 2m)T T
ot 2m) = flatut 2m) = £ (LE200) — (24 7)
= flz+T) = f(z) =p(u)

Asi, podemos aplicar a ¢ todo lo estudiado precedentemente, obteniendo:

=4 Z (an Cos Ty by, sen 2’/;7;(‘1’) (9.75)
donde:
(9.76)
/ f(z 2”” de, n=01,2,... (9.77)
- —/ f(z 2”7”” de, n=1,2,... (9.78)

Ejemplo 9.7.8 Sea f(x) =z en |0, 1], calcularemos las series de Fourier de sus diferentes
extensiones.

1. La extensién periddica de f tiene periodo T' = 1.

Calculo de los coeficientes

apg = 2 zdr =2

1 1
rsen2nrx dex = ——.
nmw

J
1
ap = 2/ zcos2nmx dx = 0.
0
J
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Por lo tanto:
1 = sen 2nmx
~1—— _
fri-22.—

Como la funcién es continua a tramos y derivable a tramos, la serie converge:

{ 1§:Osen2n7m_ ]10(73) sio x#FkkeZ
T 5 si r=kkez

2. La extensién periédica par de f tiene periodo T = 2.

Calculo de los coeficientes

1
ap = / |z| dx = 1.
-1

1 9 0 sl n espar
= 2 der = -t -1) = —4 .
n /_1 2] cos 2nme d (nm)? (=1 ) si n  es impar.

b, = 0.

Por lo tanto:

cos(2k + 1)mx
2 22 (2k +1)2

Como la funcién es continua y derivable a tramos, la serie converge:

1 = sen 2nmwx
1—— —_— = ,x €R.
Y. —— =fl)

m
n=1

L AAAL 2

—3-9-1 ‘01 2 3 —4-3-2-1 ‘01 2 3 110

Figura 9.10: Extensiones periédicas de f(z) =z, en [0,1]

3. La extension peridédica impar de f tiene periodo T = 2.
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Calculo de los coeficientes

an = 0.
1 +1
2(—=1)"
by, = / |x| sen nmx dor = 2A=0")
1 nm
Por lo tanto:
F 2 io (=11 sen kra
™ k '

Como la funcién es continua a tramos y derivable a tramos, la serie converge:

™ n

g—i—oo (—=1)* L sen kra {f(aj) si x#£2k+1,keZ
k=1

"o si z=2%+1,kezZ

Ejemplo 9.7.9 Serie de Fourier de f(x) = |senz|. Esta funcién es de periodo 7 y es par.
Asi, tenemos que los coeficientes b, = 0 para todo n € N.

Onda rectificada
2 f(x) = |sen x|

Sin > 1, tenemos:

2 s
ap = — sen x cos 2nx dx
™ Jo

Transformando el producto en suma, nos queda:

4

2 ™
= —/0 [sen(2n + 1)x + sen(1 — 2n)z] dz = A=)

s
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Por lo tanto:
2 %

4
f’\’ ;chosmm.

n=1

9.8. Series de Fourier de funciones a valores complejos

9.8.1. La funcién exponencial compleja
Recordemos que:

1. Un ndmero complejo es una expresién de la forma (a + ib] donde a,b € R
e i = v/—1. El conjunto de los ntimeros complejos se denota por C.
Se dice que a es la parte real del nimero complejo (a+1ib) y se denota por Re(a+1b).
Se dice que b es la parte imaginaria del nimero complejo (a+ib) y se denota I'm(a+ib)

2. Dado un ndmero complejo (a + ib) su complejo conjugado (a + ib) es el nime-
ro complejo (a4 ib) = (a — ib). Si 21,29 son numeros complejos se cumple que s
(1+2)=Z1+7 y 51 =722

3. La norma o magnitud del nimero complejo (a + ib) es el nimero real
lla+ib|| = Va2 +b>>0

4. Siz=a+1ib,w = c+ id son nimeros complejos se define
z+w=(a+c)+ilb+d) ; z-w=ac—bd+i(bc+ ad).
(C,+,-) es un cuerpo y C es un espacio vectorial real.

Debido a la relacién de Euler: _
¢ = cosf +isenb, (9.79)
muchos célculos con funciones trigonométricas se simplifican usando la ecuacién (9.79).

En primer lugar, obtenemos las expresiones
1 . .
cosf = 5(629 + e (9.80)
1 . .
senf = — (e — 1), (9.81)
24
Otra ventaja de la notacion compleja es que podemos derivar funciones de la exponencial
compleja como si ¢ fuera una constante real. Por ejemplo:

d fx _ d : _ :
£C’e = dwC(0059w+zsen9m)—C[9 sen Oz + i6 cos O

= iCH(cos Bz + isen fz) = iCHe "
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Ahora considerarems funciones f tales que f:R — C . Como f(x) € C escribimos:

f(z) =fi(z) + ifa(x), donde
fi(x)es una funcién con valores reales, llamada la parte real de f,

f2(x)es una funcién con valores reales, llamada la parte imaginaria de f.

También se puede escribir:

f(@) =R(f)(x) +i3(f)(2)

Definiciéon 9.8.1 Dado zg € R, diremos que la funcién f: R — C, con

fi(x) = Re[f(x)] y fa(x) = Im[f(z)] es :
(i) Continua en xg si f; y f2 son continuas en .
(ii) Derivable en xq si f1 y f2 son derivables en z.

(iii) Integrable en [a,b] si f; y f2 son integrables en [a,b] y se cumple que

/ab f(m)dm:/ab f1(w)+i/ab folz) da.

En virtud de esta definicién, para definir la serie de Fourier de una funcién a valores
complejos, es necesario que la parte real y la parte imaginaria de ella sean funciones del
conjunto §.

Teorema 9.8.2 Propiedades de la funcién exponencial compleja
i

e’ =cosr+isenw, —o00< T < O00.

1. || € ||= 1, para todo = € R.

2' ei(ml—l-mg) — ei(.’El) . ei(fﬂg)'

3. et =%,
4. Si m,n son numeros enteros se cumple que:

i s einCC . eimx dr = {
2m

1, si n=m

- 0, si m#n.

Demostracion:
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| € ||=|| cosx +isenz |= Vcos?z + sen? z = 1, para todo = € R.

i(xl-f—xg)

e = cos(x1 + x2) + isen(zy + z2)

= cos(x1) cos(xg) — sen(x) sen(xg) + i (sen(x) cos(xa) + cos(zq) sen(xs))
(9.82)

Por otra parte tenemos que:

@) . @) — (cos(x1) + isen(z1))(cos(xa) + i sen(z))
= cos(z1) cos(zz) + i2 sen(x1) sen(zz) + i (cos(z1) sen(zy) + sen(zy) cos(zz))

= cos(x1) cos(xz) — sen(x) sen(zs) + i (cos(z1) sen(xa) + sen(x) cos(xz))
(9.83)

Comparando (9.82) y (9.83), obtenemos que:

imite2) _ Jiz1) | gi(e2)

ei(@1) = cos(z1) — isen(z1) = cos(—x1) 4 isen(—z;) = ' 771),

") gi(ma) = (in@) gi(=ma) _ pilnz—mz) _ il((n=m)z) _ co5((n—m)a)+isen((n—m)x).

Asi tenemos que:

1 T —_ 1 7T 1 ™
_ i(nz) | i(maz) N _ S _
o | e e dx o /_7r cos((n —m)z)dx + ig— /_7r sen((n —m)x) dx.

Sin=m,

. . 1 (7
e e o / x

—T

Si m # n, ambas integrales se anulan.
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9.8.2. La serie de Fourier compleja
Denotaremos por §(C) el conjunto de las funciones f tales que:
(i) f:R—C.
(ii) Las partes real e imaginaria de f pertenecen a §.

Sobre este conjunto se puede definir un producto escalar mediante la relacién:

(Foge | Pl da (9.5)

En virtud de esta definicién y el teorema 9.8.2 , vemos que las funciones e n € Z,
forman un conjunto ortogonal en F(C) , por lo cual podemos definir la serie de Fourier
formal de f € §(C), de manera andloga al caso de funciones con valores reales.

Definicién 9.8.3 Si f(z) € F(C) su serie formal de Fourier compleja estd dada por:
+oo
Z L
mn I
k=—o00
donde los coeficientes ¢, € C, estan definidos por:

cn:i i (z)e™ " da.
2 J_,

—+00

en tal caso escribimos f ~ E cpe™®

k=—o00
En virtud de la relacién de Euler (9.79),la relacién entre los coeficientes ay, b, y ¢, son:

Gn = Cp, +C_p, by, = i(cn — c—pn)

+o0
Teorema 9.8.4 Desigualdad de Bessel Si f(z) € §(C) y f(z) ~ cheim entonces

+00 1 T
>l < o [ 1@ da. (9.59
k=—o00 -
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Demostracion:
Sean S, (z) la suma parcial de orden n de la serie de Fourier compleja de f y ¥, (x)
un polinomio trigonométrico complejo de orden n cualquiera. Es decir,

k=—n
n
U, (z) = Z dp et
k=—n

Usando la propiedad de ortogonalidad de las exponenciales complejas, tenemos:
1 ™

Dy U, (x)E(mz)dr, =0, m==x(n+1),£(n+2),...
7r

— (f(:U) - S)(x))E(mx)dr, =0, m=0,+1,...,+n.

3 | 5u@) Ba@ dn = el + oo et el +leal e+ e

Asi, tenemos que:

3 | @R ds = o [ (70 = 8u(0) + 8u(0) - @)~ 5@ T 5@ d
1 [ 1 (" —
-5 [ V@ =sielart 3 [ @) S

La primera integral es un nimero no negativo, por tanto tenemos:

> le_n® + \c_(n_l)\z + oo Fcol® + |c1])® + ... 4 |enl?, paratodo n €N,

1 ™
Esto demuestra que o / |f(z)|? dz, es una cota superior de las sumas parciales de la
TJ_

+o0o
serie de términos positivos g lcn]?. con lo cual queda demostrado el teorema. H

—00
Teorema 9.8.5 Convergencia de la serie de Fourier compleja Sea f(z) € F(C)
tal que f'(xzo) existe y f(z Z cn€™. Si Sy ( Z cne™ es la suma parcial de orden
n de la serie de Fourier compleja de f(z) se cumple que,

Jm Sn(wo) = f(zo). (9.86)

Demostracion:
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Paso 1 demostraremos la validex de la féormula

1 & inz _ 1sen((n+%)x)
%Zne = ;—2sen (%) . (987)

En efecto: Usando la paridad de la funcién coseno y la formula 2 tenemos:

En: cos(nx) = cos(—nz) + cos(—(n — 1)) + .... + cos(—z) + 1 + cos(z) + ..... + cos(nx)

k=—n
n

=2 B + cos(zx) + cos(2x) + ... + Cos(nzn)] 2 Z cos(nx) = 2Dy, (z).

k=—n

Aplicando la propiedad de imparidad de la funcién seno, obtenemos que:

Z sen(kz) = sen(—nz) +sen(—(n — 1)z) + .... + sen(—x) + sen(0) + sen(z) + ... + sen(nx)
k=—n

= —sen(nz) —sen((n — 1)x) — .... —sen(z) + sen(z) + sen(2z) + ....sen(nzx) = 0.

Por lo tanto,

% ( Z cos(nx) + 1 Z Sen(nm)) = % Z (cos(nz) + isen(nz)) = % 2D, ().
(9.88)

n=—m n=—n n=—n

En sintesis, tenemos:

1N~ e L 1sen<<n+%>x>. (9.89)

Paso 2
Reemplazando la expresion explicita de los coeficientes de Fourier en la suma parcial .S, (x),
podemos escribir:

n ' n_o 1 - -
n = n = e — t)emt dt
Sp(x) ;ce ;e 27r/_,,f()€

noq - ' - 1
_ in(x—t) _ in(x—t)
_gn o f(t)e dx - f(t)27r _gn e dt.
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Usando la férmula demostrada en el paso 1, obtenemos la expresion:

Sp(z) = — i f(t) - Dp(x —1t),dz.
Escribiendo f(t) = fi(t) + if2(t), tenemos

S0 =1 [ Ao -0dri( [ D)

Cambiando variable

:% 7Tfl(gc—u)Dn(u)du—i-z’(% i

—Tr

folz — u) Dy (u) du) .

—T

Asi,
@)= 8u(a) = 1 [ (o) = o ) Datyduti (2 [ (o) - fo = ) Dot
" sen ((n 1 sen ((\n 1
-/ (f1<m)‘f1(x‘“)>z(£e+i)))+ch<f2<> e a2 2 )d>
- 2

=2 [Cwatsen (et 5) ) duri (3 [ wasen (05 ) ) a )

- /7r U, (f1)(u) cos (%u) sen(nu) du + % /7r Wy (f1)(u)sen <%u> cos(nu) du

b E_}_i U, (f2)(u) cos <%u> sen(nu) du + %7_7; W, (f2)(u) sen (%u) cos(n) du] .

De la demostracion del teorema 2, estas cuatro integrales tienden a cero con n en cada x
tal quefi(x) y fi(x) existen, luego

lim (f(z) — Sp(x)) =0 para todo = tal que fi(z) y f5(x) existen.

n—-4o00

Ejemplo 9.8.6 Para calcular la serie de Fourier compleja de la funcién f(z) = x en el
intervalo [—m, 7], extendemos la funcién periédicamente a R.

Calculo de los coeficientes ¢, para n # 0

1 T 1—ne 1 z
_ 1 do = L (__ m)
o 2 J_, e v 2 m’e

T +11
21 ni

Z—’ILI dl,
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Integrando por partes, nos queda,

o— i [_lei—nﬂ _ leinw] + ii " ei—na} dx
2w ni ne 21 nt
-1 n+1 1 ™ 1 ™

= ( n)z + P /7r cos(nz) dx — e sen(nx) dx

-1 n+1

Cn = L

ne

1 ™

co = o | xdx = 0.
s

Asi, nos queda la serie de Fourier:

+o0 —1 +o0
§ :CneznZE :Cnezn+§ :Cnem
—00

n+1

= Z (cos(nz) + isen(nx)) + i
1

(-1t

> (cos(nx) 4 isen(nx))

Haciendo el cambio de variable discreta k = —n

too —k+1 T (L)l
Z (cos(—kx) + isen(—kx)) + Z (= )
1
1)k+1 1)k+1

i sen(kx) = —2 Z
1

Podemos observar que es el mismo desarrollo de la extensién impar de f(z) =« , [0, 7].

(cos(nx) + isen(nx))

sen(kx).

9.8.3. Ejercicios resueltos

1. Expresar los coeficientes de Fourier de f(x — z() en términos de los coeficientes de

f(z) € 3(C).

Solucion:

Definamos la funcién g(z) = f(x —x0). Ya que f(x) € §(C), tenemos que también
g(z) € F(C), en particular tienen el mismo periodo. Asi, los coeficientes de g son:

calg) = — / @) de = 2 [ fa - wo)e™ de

27 2 J_,
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Haciendo el cambio de variable u = x — x(, nos queda:

1 (7 . 1 /7 o
cn(g) = > (u)em(qumo) du = g Fu)emoeint gy
I .
= em‘o_/ f(u)eznu du
2 J_ .
= ¢, (f)

2. Use el ejercicio anterior para calcular los coeficientes de Fourier de g(z) = | cosz| a
partir de los coeficientes de f(z) = |sen x|.

Solucidn:
Usando el ejemplo 9.7.9, sabemos que ...... g(z) = |cosz| = |sen(z + 7/2)|.
Ademds, e~ 2"™/% = ¢~ = cosnm — isennm = cosnm = (—1)". Por lo tanto,
A=1)"

9.8.4. Serie de Fourier de un producto de funciones

Si f y g funciones de clase C! a tramos en [—, 7], entonces el producto fg también
es clase C'! a tramos en [—m, 7] .Asi, tiene sentido preguntarse por la serie de Fourier de
la funcién producto.

n

fa@) = 3 eyl(f)ete

k=—n
n .
() = Y crlg)e™
k=—n

Ck(fn gn) = % - fn($)gn(l‘)€_ikm dx

= > () [Z alf) > / " il dm]

Usando la ortogonalidad de las exponenciales complejas, tenemos que la tnica integral que
no se anula es cuando [ + j — k = 0.
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Por lo tanto,

n

ck(fngn) = Z ¢j(9) ck—; (f)

j=—n
“+o0o
nEI—fI—looCk(fn gn) = Ck(fg) = Z Cj(g) Ck_j(f)'
Jj=—00

Para que la dltima expresion sea verdadera, la serie debe ser absolutamente convergente.
En efecto:

+oo

> lea@eas <y | D el Yo el ] < +oo

j:—oo j:—oo k=—00
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indefinida, 493, 494 Movimiento oscilatorio
amortiguado, 488
amortiguado y forzado, 488
conservativo, 488

Maéximo, 316, 333, 334
Problemas, 458
Media
geométrica, 93

ejercicios, 504
propiedades, 497
particion, 561
Interseccién de dos curvas, 376

Ntmero
Intervalo e, 85, 267
no acotado, 49 algebraico, 199
acotado, 49 irracional, 265
real, 3, 11, 45
Kepler, 390 densidad, 15
Leibniz, 327 ’ trascendente, 199
Lemniscata de Bernoulli, 402, 403, 447, 451 Ntdmeros
Lemniscata de Gerono, 436 reales, 3
Ley de Tricotomia, 11 Ordenada, 116
Limite Ovalos de Cassini, 452
a la derecha, 150
a la izquierda, 150 Parédbola
de una funcién, 150 directriz, 388
interpretacién geométrica, 154 ecuacién, 387
polinomial, 146, 147, 156 Paridad
racional, 147, 156 de las funciones hiperbdlicas, 281
tangente, 252 Particién de un intervalo, 594
trigonométrica, 248 Pendiente, 378
de una sucesién, 69, 73 Periodo, 233
interpretacién geométrica, 73 de funciones seno y coseno, 204
limites finitos en un punto gy, 149 Potencia
limites infinitos, 138, 141, 145 de exponente cero, 263
limites infinitos en una vecindad de z, de exponente entero negativo, 263

142 de exponente entero positivo, 262
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de exponente irracional, 266
de exponente racional, 263
de exponente real, 268
Principio
de Arquimedes, 49
de induccién, 64
del buen orden, 64
Problemas
de anélisis de curvas, 404
de areas y volumenes de sdlidos de re-
volucion, 668
de continuidad de funciones, 183
de derivadas, 305, 332
de diferenciales, 476
de ecuaciones
con valor absoluto, 38
de funciones
exponenciales, 278
logaritmicas, 278
trigonométricas, 216, 228
de gréficos de funciones, 354
graficos de funciones, 118
de inecuaciones, 25
con valor absoluto, 38
de integrales, 630
elipticas, 683
impropias, 710
de limites
de funciones de variable continua, 159
de funciones trigonométricas, 260
de sucesiones, 87
usando regla de L’Hopital, 350
de longitudes de curvas, 653
de maximo y minimo, 458
de polinomios y series de Taylor, 803
de series
de funciones, 780
numéricas, 752
de supremos e infimos, 52
Producto, 178
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Progresion
aritmética, 64
geométrica, 65
Propiedad
arquimediana de los nimeros reales, 45,
50, 52
de Tricotomia, 11
Punto
critico, 322
de inflexién, 326, 333, 334, 358

Raiz
existencia de raices, 264
g-ésima, 263
Radian, 202
Rapidez del movimiento, 483
Razén de cambio, 476
instantanea, 476
promedio, 476
Recta
normal, 295, 296, 305
pendiente o inclinacion, 378
que pasa por el origen, 377
secante, 294
tangente, 305
Referencia
ceros y signo de las funciones seno y co-
seno, 208
limites de funciones trigonométricas, 248
valores de referencia de seno y coseno,
209
Regla
de Barrow, 612, 694, 702
de I’Hoépital, 341, 350
de la cadena, 302, 311
de Simpson, 680
del trapecio, 678
Resolucién de ecuaciones algebraicas
de grado mayor o igual a 3, 17
de primer grado, 6
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Roce, 488
Rosa

de n pétalos, 453
de cuatro pétalos, 430, 453

Solido de revolucién, 660
Serie

absolutamente convergente , 742
armonica, 741

armonica alternada, 741
binomial, 798, 810

condicionalmente convergente , 742

convergente, 732

criterios de convergencia
Abel, 743
comparacién, 736
comparacién al limite, 737
condicional, 742
de la raiz, 739
Dirichlet, 743
integral, 734
Leibniz, 740
razén o cuociente, 737

de coseno, 797

de funciones, 767
puntualmente convergente, 769

uniformemente convergente, 769

de Maclaurin, 795

de potencias, 773
armoénica, 776
armonica alternada, 776
convergencia, 773
diferenciacién, 772
integracién, 771
intervalo de convergencia, 775
producto, 780
radio de convergencia, 775
suma, 780

de seno, 798

de términos alternados, 740
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de Taylor, formal, 793
divergente, 732
criterio de divergencia, 733

exponencial, 795

Gauss, 752

geométrica, 83, 733, 798

geométrica de razon r, 84

hiperarménica, 736

Kummer, 751

multiplicacién de series de términos po-
sitivos, 745

numéricas, 732

Polinomial, 765

producto, 747

Raabe, 752

suma, 732

suma parcial, 732

término general de, 732

Sucesioén, 65

acotada, 66

convergente, 74

convergente no monotona, 73
creciente, 65

de Fibonacci, 96

de nimeros reales, 63
divergente, 67, 74
estrictamente creciente, 65
estrictamente decreciente, 65
monoétona, 66

monotona acotada, 69
monotona no acotada, 67

Suma

de Riemann, 561, 562, 648, 678, 766
inferior, 558
superior, 558

Supremo, 4649, 53-57

Teorema

de Bolzano - Weierstrass, 179, 192
de densidad de los ntimeros reales, 15
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de la funcién inversa, 326
de recurrencia, 64
de Riemann, 744
de Rolle, 317, 318
de Taylor, 792
de uninicidad del limite de una funcién,
153
de Weierstrass, 181, 192
del coseno, 237, 239
del seno, 237, 239
del valor intermedio, 185
del valor intermedio o de Darboux, 180
del Valor Medio
para integrales, 599, 600
del valor medio de Cauchy, 341
del valor medio de Cauchy, 319
del valor medio de Lagrange, 318
interpretacién fisica, 318
del valor medio para dos funciones, 319
Fundamental de Célculo, 611
unicidad del limite, 74
Torre de pie
accesible, 246
inaccesible, 246
Traslacién de los ejes de coordenadas, 392
Tricotomia, 11

Valor absoluto, 34-36, 38—40, 42
Vecindad de un punto, 141
Velocidad, 483

inicial, 484

instantanea, 483

media, 483



