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Prefacio

El cero es el silencio antes del nimero

El nimero es el verbo matematico

Lo matematico es el calculo de la realidad
La realidad es lo tnico increible

Lo increible es lo que no podemos

Y lo que no podemos es lo que queremos.
Patricio Manns.

Este texto es producto - en elaboraciéon aun - del proyecto de desarrollo de la docencia
Texto de calculo anual para ingenieria civil, financiado por la Vicerrectoria de Do-
cencia y Extensién de la Universidad de Santiago de Chile.

Gran parte de los contenidos de los capitulos 1 y 2 estdn sacados del antiguo texto de
Célculo I escrito por Gladys Bobadilla y Jorge Billeke (Q.E.P.D.).

La idea motriz de los autores para emprender esta tarea es el profundo convencimiento
que ésta es una forma de contribuir a una cultura nacional independiente.

Aunque los temas tratados - generados en Europa entre los siglos 17 y 19 - forman
parte del patrimonio universal y existe una amplia y variada literatura, no es una razon
suficiente para que la universidad renuncie a crear su propio material docente. Esta labor
es tan importante como la creacién de nuevos conocimientos y necesita, como esta iltima,
de una tradicidn para la cual se debe recorrer un largo camino de errores y rectificaciones.

Ademsds, queremos compartir con los jévenes estudiantes que usaran este libro, la re-
flexién del filésofo Gastén Bachelard (1884 - 1962) sobre lo que significa enfrentarse al
conocimiento cientifico: ”Frente al misterio de lo real el alma no puede, por decreto, tor-
narse ingenua. Es entonces imposible hacer, de golpe, tabla rasa de los conocimientos
usuales. Frente a lo real, lo que cree saberse claramente ofusca lo que debiera saberse.
Cuando se presenta ante la cultura cientifica, el espiritu jamas es joven. Hasta es muy
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viejo, pues tiene la edad de sus prejuicios. Tener acceso a la ciencia es rejuvenecerse espi-
ritualmente, es aceptar una mutacién brusca que ha de contradecir a un pasado.”!

Agradecemos los valiosos comentarios de la Dra. Cecilia Yarur, la profesora Graciela
Escalona y el sefior Luis Riquelme que nos ayudaron a mejorar la presentacion de este
texto. Agradecemos ademas, el apoyo técnico en la escritura digital, de la senorita Evelyn
Aguilar y el senor Leonelo Iturriaga.

Finalmente, siendo ésta una versién preliminar, agradeceremos a quienes detecten e-

rrores nos lo hagan saber.

Gladys Bobadilla A y Rafael Labarca B.
Santiago, marzo de 2002.

LGastén Bachelard: La formacién del espiritu cientifico. Ed. Siglo XXI, 1997.
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Capitulo 4

La derivada y sus aplicaciones

4.1. Introduccién

En 1604 Galileo formulé la ley de la caida de los cuerpos : la caida de los cuerpos
es un movimiento uniformemente acelerado. Matematicamente se expresa diciendo que el
espacio s(t) recorrido es proporcional al cuadrado del tiempo:

s(t) = th

Pero esto no satisfizo a Galileo, quien deseaba comprender la esencia del movimiento de la
calda y fue aqui donde se equivoco, al igual que otros grandes del pensamiento cientifico
como Leonardo y Descartes. El crey6 que el principio era: la velocidad del cuerpo en caida
libre es proporcional a la distancia recorrida. Ahora, con el cdlculo diferencial e integral
no es dificil demostrar que este principio no conduce a la ley ya establecida. Mucho se ha
escrito sobre este famoso error, de preferir formular la ley como la velocidad proporcional
al espacio. Algunos historiadores de la ciencia lo atribuyen, ademds de la ausencia del
calculo, al rol jugado por la geometria en los albores de la ciencia moderna.

El proceso del cual salio la fisica cldsica consistic en un esfuerzo para racionalizar, o
dicho de otra forma, para geometrizar el espacio y matematizar las leyes de la naturaleza.
A decir verdad, se trata del mismo esfuerzo, pues geometrizar el espacio no quiere decir
otra cosa que aplicar al movimiento leyes geométricas. ;Y como -antes de Descartes- se
podia matematizar algo si no es geometrizindolo? *

Para llegar a comprender la esencia del movimiento, era necesario llegar a la idea fisica
realmente dificil de velocidad instantdanea. Sea

s = [f(t)

LA. Koyré: Estudios Galileanos. Siglo veintiuno, 1988.

295



296 CAPITULO 4. LA DERIVADA Y SUS APLICACIONES

una funcién que nos da la posiciéon de un mévil en el instante ¢. Para encontrar la velocidad
v en un instante t = ¢y, consideremos el intervalo de tiempo transcurrido entre tg y to + h,
h # 0. El camino recorrido en el intervalo dado es

As = f(to+h) — f(to)-
La velocidad promedio 7 es

As _ f(to+h) — f(to)

6 = = s

h h

para obtener la velocidad instantdnea v es necesario hacer el intervalo de tiempo tan
pequeno como queramos, es decir,

v — lim f(to+h) — f(to)_
h—0

Y
fla+h) = f(a)
_ P =(a, f(a)
Q. h T
a a+h

Este limite corresponde a la derivada de una funcién y dice la rapidez con que esté va-
riando la funcién. Fue Newton en 1665 quien llegd a este concepto llevando el problema
fisico a una formulacién geométrica, que establece la equivalencia entre la existencia del
limite v y el problema de trazar la recta tangente en un punto ¢y al grafico de la funcién

f.

En primera instancia, no es claro qué es la tangente a una curva plana en un punto
dado, pues no es equivalente al caso de la geometria elemental de la circunferencia, en que
la tangente es la recta que tiene sélo un punto comun con ella. Para una curva cualquiera
esto pierde sentido.

Consideremos la curva y = f(z) y sobre ella un punto Py de abscisa a. Para definir la
tangente en el punto Py consideremos otro punto P de abscisa a + h y tracemos la secante
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Py P que forma un angulo @& con el eje X. Entonces, la recta tangente en el punto Py es
la recta que se obtiene como caso limite de estas secantes cuando el punto P se acerca
indefinidamente a FPy. La tangente del angulo @ es:

QP _ flath)— f(a)
RQ h '

tana =
Para tener la inclinacion de la recta tangente debemos pasar al limite y obtenemos

que:
tana = lim tan@ = lim flath) - f(a).
P—P, h—0 h

Con los conocimientos de geometria analitica sabemos que conociendo un punto y la
inclinacion de la recta, ella esta completamente determinada.
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4.2. Definicion y formulas basicas de la derivada

4.2.1. Definiciones basicas

Definicion 4.2.1 Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene al punto
a. Llamaremos la derivada de la funcién f en el punto a al limite

,flat+h) = f(a)
Ao H ’ (4.1)
cuando existe. En tal caso lo denotaremos por f'(a) 6 %(a) 6 d];(;)

Ejemplo 4.2.2 1. Si f(x) = ¢; donde ¢ es una constante, entonces f’'(a) = 0. Ya que

f(a—!—h})L—f(a) :C;C:(];paratodoh?éo'

2. Si f(z) = mx + p, con m y p nimeros fijos, entonces f'(a) = m. Ya que

f(a_|_h})b—f(a) :m(a—l—h)—i-z—(ma‘i‘p) :mTh:m ; para todo h # 0.

Por tanto, f'(a) = m.
3. Si f(x) = 22, entonces f’(a) = 2a. En efecto,

fla+h)— f(a) (a+h)? —a?
h
a®? 4 2ah + h? — a?
h
h(2a + h)
h
= 2a-+h.

Por tanto,

oy et h) = fla) o _
f(a)—}llli% o —}1L1£n()2a+h—2a.
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1 1
4. Si f(x) = o entonces f'(a) = cuando a # 0. En efecto,

—
fla+h)—fl@) _ #FE—a
h N h
~a—(a+h)
~ ha(a+h)
B —h
~ ha(a+h)
_ -1
~ ala+h)
Por tanto, ( ) @
iy e flath)=fla) . -1 1
JHa) = Jimy h s e h) o

5. Si f(z) =| |, entonces f no tiene derivada en z = 0. Esto es consecuencia de la no
existencia del limite 4.1 que define la derivada:

fO+R) = fO) _|h]

h h
Cuando h > 0, lim;_,o+ m = lim h = 1. Cuando h < 0, limy,_,- m =
L ’ - h h—0+ h ’ - h
lim — = —1
hoo- h
6. Sif(x) = &/x, entonces f no tiene derivada en x = 0. Como
JO+1) = F0) _ fh)—fO) _¥h-0_ 1
h h h ni’
- 1
limy, 0 fO+h) = F(0) = lim — = oo. Por tanto f’(0) no existe.
h h—0 K3
7. Si f(xz) = cosz, entonces f'(a) = —sena. Esto es consecuencia del limite relevante

6 de la seccién 2.4, que nos dice que

n) —
f(a) = Iim cos(a + h) cosa _

Observacién 4.2.3 Segun lo visto en la seccién 2.5, el limite que define la derivada puede
escribirse como:
Af(a)

f(a) = lim ———.

Az—0 Az
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Interpretacién geométrica de la derivada. Consideremos la curva y = f(x). Tra-
cemos la recta secante a la curva que pasa por los puntos (a, f(a)) vy (a + h, f(a + h))
tomando h positivo y fijo. Esta recta forma un dngulo a(h) con la parte positiva del eje
X, cuya tangente es:
fla+h) - f(a)
W .

Cuando hacemos tender h a 0, la recta secante va transformandose en una recta que
tiende a tocar a la curva solamente en el punto (a, f(a)). La pendiente de esta recta es
por tanto,

tana(h) =

tano = }ILIE)% f(a + h) B f(a’) _ f’(a).

Figura 4.1: Interpretacién geométrica de la derivada

Definicién 4.2.4 (i) Si f es una funcién con derivada en =z = a, llamaremos recta
tangente al grafico de f en el punto (a, f(a)) a la recta que pasa por el punto
(a, f(a)) y cuya pendiente es f'(a). Esta recta tiene por ecuacion:

y = f'(a)(x —a) + f(a). (4.2)

(ii) Si f'(a) = oo, entonces la recta tangente al gréfico de f en el punto (a, f(a)) es
xr=a.
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Figura 4.2: Recta tangente

Ejemplo 4.2.5 1. La recta tangente a f(z) = 22 en o = 1 es, seglin ejemplo 4.2.2
parte 3:

y = 2xz—-1)+1
y = 2z-1.

2. La recta tangente a f(r) = cosz en x = % es, segun ejemplo 4.2.2 parte 7:

7r( 7r)+ T
= —sen—(z— = S —
y sen = (z — =) + cos
T V3
y = ——($—E)+—2
3
2 12 2

3. La recta tangente a f(x) = /z en x = 0 es, segin ejemplo 4.2.2 parte 6:
z = 0.

Definicion 4.2.6 = Si f es una funcién con derivada en & = a distinta de 0, llamare-
mos recta normal al grafico de f en el punto (a, f(a)) a la recta perpendicular a la
recta tangente en ese punto y que pasa por él. Es decir, es la recta cuya ecuacién es:

(z —a) + f(a) (4.3)

_ 1
NI
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» Si f/(a) = 0, entonces la recta normal al grifico de f en el punto (a, f(a)) es z = a.

» Si f/(a) = oo, entonces la recta normal al grafico de f en el punto (a, f(a)) es

y = f(a).

Yy N y = f(z) Yy T

Figura 4.3: Recta normal

2

Ejemplo 4.2.7 1. La recta normal a f(z) = 2 en x = 1 es, segun ejemplo 4.2.2 parte

3:
1
y = —5(3;—1)4-1
1 +3
— 4?2
Y 2" T2
2y = —x+3
2. La recta normal a f(z) = cosz en = — es, seglin ejemplo 4.2.2 parte 7:
= e D)oo
vy o= —SGH%$ 6 COSG
1 T V3
y = ___%(”_6 Y
T V3
— oy — )4 22
y (-3 +5
T V3
= 22— — 4 2
Y T3



4.2. DEFINICION Y FORMULAS BASICAS DE LA DERIVADA 303

3. La recta normal a f(z) = /z en x = 0 es, segin ejemplo 4.2.2 parte 6:
y=0.

Definicion 4.2.8 Diremos que una funcién f es derivable o diferenciable en un in-
tervalo abierto I si existe la derivada en cada punto del intervalo. En este caso podemos
definir la funcién derivada f’ cuyo dominio es I y su valor en cada punto x es f'(z).

Ejemplo 4.2.9 1. La funcién lineal y cuadratica son derivables en cualquier intervalo
abierto, segin ejemplo 4.2.2, partes 2 y 3.

2. Las funciones valor absoluto y raiz ctibica no son derivables en ningtin intervalo
abierto que contiene al cero, pues ellas no son derivables en x = 0. Ver ejemplo 4.2.2,
parte 6.

Derivadas laterales. Para poder extender la definicién 4.2.12 a un intervalo cerrado y
acotado en algun extremo, es necesario definir las derivadas laterales tomando el limite a
la derecha o a la izquierda del punto en la expresiéon que define a la derivada, segun sea el
€aso.

Definicién 4.2.10 (i) Llamaremos derivada a la derecha del punto x = a al limite:

o flah) -~ f@)

4.4
ho0+ h ) ( )
y lo denotaremos f! (a).
(ii) Llamaremos derivada a la izquierda del punto = = a al limite:
i Jath) —f (a)7 (4.5)

h—0— h

y lo denotaremos f’ (a).

Observacién 4.2.11 Es consecuencia inmediata de las propiedades de limite que si las
derivadas a la derecha y a la izquierda de un punto son iguales, entonces existe la derivada
en el punto.

Definicion 4.2.12 Diremos que una funcién f es derivable o diferenciable en un
intervalo cerrado y acotado [a,b] si existe la derivada en cada punto del intervalo abierto
(a,b), existe la derivada a la derecha en x = a y existe la derivada a la izquierda en z = b.

Ejemplo 4.2.13 La funcién f(z) =| « | es derivable en intervalos de la forma [0,b], [a, 0],
cona<0yb>0.
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4.2.2. Formulas elementales

Ahora comenzaremos a estudiar las propiedades bésicas de la derivada.

Teorema 4.2.14 Si una funcién es derivable en un punto a, entonces ella es continua en
ese punto.

Demostracién: Para demostrar que f es continua en a, basta demostrar, segin la
ecuacion 2.13 de la seccién 2.5 que limy,_o[f(a + h) — f(a)] = 0. Como,

flath)~ fla) = TOHN T,

Entonces:
lim([f(a-+ 1) = f(@)] = f'(a) - lim h = 0.
O

Observacion 4.2.15 Como puede verse facilmente del ejemplo 4.2.2, una funcién conti-
nua en un punto puede no tener derivada en él, como sucede con | z |, /= en z = 0.

Teorema 4.2.16 Sean f y g funciones derivables en a. Entonces:
(i) f+gesderivableen ay (f £g) (a) = f'(a) + ¢'(a).

(ii) f-ges derivableen ay (f-g)(a) = f'(a)-g(a)+ f(a)- ¢ (a).

(iii) / es derivable en a si g(a) # 0 y se tiene:
g

Demostracion:

(i)

(f+9)(a) = lim )
— 1 fla+h)—fla)  gla+h)—gla)
h—0 h h
o fath = f@) L glath) —gla)
h—0 h h—0
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(ii)
(F V(@) = 1im L etD = g))

h—0 h

[(f-g)(aJrh) —(f-9)(a)+ fla+h)-g(a) — f(a+h)‘g(a)]
h

= Ilim
h—0

g [t ot 1) o) + oo+ 1) - (0]

h—0 h

= i pae )i D00 ) St D)= 1)

= fla)g'(a) +g(a)f'(a).

(iii) Para probar la férmula de la derivada de un cuociente probaremos primero que:

@)'@ o @)

@l(“) = I L )

_ 1 1 lm gla+h)—g(a)
~ limp_og(a+h) gla) -0 h
1 /
= - -9 (a)
(9(a))?
o / . , : .

Ahora, escribiendo = = f - — aplicamos la férmula del producto y se obtiene sin
dificultad la férmula buscada. ([l

1
Ejemplo 4.2.17 Si f(z) = — y g(x) = 22, entonces:
x

1.
d d . d[1
%(erg)(w) = a(ﬂf)ﬂL%(;)
1
2% — 1
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2.
d _ od (1 1d , 4
dac(f 9 @) = o (1‘) xdm(x)
1
= 2’ <——2>+—2x
x x
= 1.
3.
d (f\ _ 2(-3)- 12
dr \g/) x4
3
T
= 3z

Corolario 4.2.18 (i) Si f(z) = cg(x), entonces f'(z) = cg'(x), donde ¢ es una cons-
tante.

(ii) Si f(x) = 2™, entonces f'(x) = naz""!, n € N.

(iii) Si f(z) = 27", entonces f'(x) = —nz™" 1 n e N.

Demostracién: Por ser aplicaciones directas del teorema 4.2.16 se deja como ejercicio.
O

d
Ejemplo 4.2.19 1. I (xloo) =100z%.
x

2. 4 (710) = 1002101,

3. L (274 925 — 723 4+ 10) = 726 + 5425 — 2122

4.
d (P22 (B2 +2)(2* - 1) - (2° +22) 2
de \ 22 —1 N (22 —1)2
_ xt — 522 -2
@17
1 1

- L -—1
Teorema 4.2.20 Si f(z) =xz9, q € Z, q # 0. Entonces f'(z) = —x4
q
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1 1
1 1 - =
q . —
Demostracién: f(z) =29, f(x+h) = (z+h)4, % _ (x4 h) x
1 1
/ . ($+h)q — x4
) = lim n

Para calcular este limite debemos racionalizar el numerador”, usando la férmula de facto-
rizacién:
a™ =" = (a—b)(a™ P +a™ 2+ ... +ab™ 4 b,
1 1
Tomando a = (x + h)4 ,b=2x9 ,m = q, amplificamos por:

el Va4 abt

y nos queda que:

1 1 q—1 qg—2 1 qg—1
Af _ (@+h)9—-29 (@+h) 9 +@+h) 9 29+... +2 4
ho h g—1 g—2 1 qg—1
(x+h) 4 4+(x+h) 9 2z94...+2 4
_ lxz+h) -2 1
h a-1 -2 1 a-1
(x+h) ¢4 4+ (x+h) 9 29+...+2 4
1
- g—1 g—2 1 qg—1

(x+h) 4 +(x+h) 9 29+... 42 4

Entonces, cuando h — 0, se tiene que,

1—gq 1 1
Af 1 1 1 — 1 --
TR e S I R 3 14" e
z 9 42 9 2942 9 29+ gr 94
0
1 99

N 1 1 1 o
Ejemplo 4.2.21 % 2100 | = mxloo = 100 ” 100 .
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Regla de la cadena. La regla de la cadena es la formula que permite derivar funciones
compuestas y es uno de los teoremas mas importantes del calculo. Para poder demostrarlo
necesitaremos algunos resultados intermedios.

Teorema 4.2.22 Si f tiene derivada en el punto z = a, entonces

fla+h) — f(a)
h

donde G es una funcién tal que G — 0 cuando h — 0.

= /'(a) + G(h),

Demostracién: Por hipdtesis existe el numero f/(a), por tanto, si h # 0 podemos definir

la funciodn: _
fla+h)—f(a)

h

Es inmediato de la definicién de derivada que

G(h) = - f'(a).

G(h) — 0 cuando h — 0,

y ademas cumple con la propiedad del enunciado. O

Corolario 4.2.23 (i) La funcién G definida en el teorema anterior se puede extender
para h = 0 definiéndola como G(0) = 0 y ademés resulta continua en este punto.

(i) Af(x) = [f'(x) + G(h)]h o equivalentemente, A f(z) = [f'(z) + G(Az)]Aw.

Teorema 4.2.24 Regla de la cadena Sean f, g, u funciones tales que f(z) = g(u(x)),
g vy u derivables. Entonces, f es derivable y f'(z) = ¢'(u(x))u (x).

Demostracién: Como f(z) = g(u(x)) y

fle+h) = glu(z+h))
= g(u(z +h) +u(z) — u(z))
= g(u+ Au)(x).

Entonces,
Af(z) = g(u+ Au)(z) — f(z) = g(u + Au) — g(u(x)).

Por corolario 4.2.23, podemos escribir:
Af =g (uv) + G(Au)]Au.

Por tanto,
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En virtud del teorema 4.2.22 G(Au) — 0 cuando Au — 0 y por definicién de derivada

Au
- u/(z) cuando h — 0, tenemos que:

af — ¢ (u(x))u/(z) cuando h — 0.

h

Corolario 4.2.25 (i) Si f(z) = 2" con r € Q, entonces f'(x) = ra" 1.

(i) Si f(x) = [u(x)]® con n € N, entonces f'(z) = nfu(z)]" */(z).

7
Ejemplo 4.2.26 1. 4 <m§) =3

dx
2.
d d 9 1
%\/31’2—5%—1—2 = 5(395 — 5z +2)?
1 2 1 4 d 2
= 5(33; — 5z +2)? %(&c — 5z +2)
1 _1
— 5(33;2—5x+2) 2 (6 — 5)
B (6x —5)
2V322 —br + 2

4.2.3. Las derivadas de las funciones trigonométricas

Teorema 4.2.27 (i) Si f(z) = senx, entonces f'(z) = cosx.

(ii) Si f(z) = cosx, entonces f'(x) = —senw.

(iii) Si f(z) = tanz, entonces f'(z) = sec? x.

(iv) Si f(x) = cotan x, entonces f'(x) = — cosec? .

(v) Si f(z) = secx, entonces f'(x) = secx tan .

(vi) Si f(z) = cosecx, entonces f'(x) = — cosec zcotan x.

Demostracion:
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h) — 2 h h
flx) = Jim sen(z + h) =T lim - sen - cos <af + 5)
h
n 2 h
= lim 7 2 . 1{m cos (x—i——)
h—0 & h—0 2
= cosz.
(i)
x+h)— -2 h h
flx) = }ILIL% cos(@ + h) Sk }lllir%) <, Tsen g - sen <£ + 5)
h
sen 2 h
= —lim 7 2 . 1{m sen (x—i——)
h—0 & h—0 2
= —senz.

(iii) Usando la definicién de la funcién tan = y la férmula para derivar cuocientes, tenemos:

, d rsenx 1 dsenz d cosx
filz) = — =——(cosz- —senzx -
dx \cosz cos®x dx dx
1 1
= 3 (0052 x + sen’ :U) = 5
cos® x cos® x

Las partes (iv), (v) y (vi) se hacen de manera anédloga y se dejan como ejercicios. [J

4.2.4. Las derivadas de orden superior

La derivada de una funcién en un punto, como ya hemos visto, es una medida de la
inclinacién de la recta tangente en el punto considerado. Ahora necesitamos medir cuan
separado estd el grafico de la funciéon de su recta tangente. Por ejemplo, las tangencias
de las curvas y = 22, y = 23 o y = 2* con la recta y = 0 son muy diferentes. Lo que
realmente queremos medir es como se curva el grafico de f en una vecindad del punto de

tangencia.

Definicién 4.2.28 (i) Diremos que una funcién f es dos veces derivable en un punto
a si f’ tiene derivada en a. A este nimero lo llamaremos segunda derivada de f
en a y lo denotaremos f”(a). Es decir,

() — 1 L@ 1) = (@)

lim Y (4.6)
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(ii) Diremos que la funcién f es dos veces diferenciable en I C R, si f es dos veces
derivable en todo punto de I.

Otras notaciones usadas son:
B d’f d’f

f'(a) = W(a) =12

r=a

(iii) Andlogamente podemos definir para n > 2, la derivada de orden n en el punto
a como la derivada de f»~1) en el punto a. Las notaciones usadas para este caso

son: o o
M) (q) = =
) = ke -
Ejemplo 4.2.29 Si f(z) = sen z, entonces f'(z) = cos z, f"(x) = —sen z, fO)(z) =
—cos z, fW(z) = sen z, etc.
En general, f4"*)(z) =cos z ; f@"+2(z) = —sen =, f@3)(2) = —cos =,

fUnH) (2) = sen z, f*) =sen z, n # 0.

Definicién 4.2.30 Sea f : (a,b) — R. Si f es continua diremos que es de clase C(©) en
(a,b); si f’ es continua diremos que f es de clase Cc® en (a,b); en general, diremos que f
es de clase C™ en (a,b) si £ : (a,b) — R es continua.

1
Ejemplo 4.2.31 Sea f(z) = 2¥ sen — si x # 0y £(0) = 0. Entonces, si
x

= k=0, f es discontinua en 0.
m k=1, f es de clase C ©), pero no es diferenciable en 0.

s k=2, f es diferenciable , pero no de clase C @,

4.2.5. Ejercicios resueltos

1. Dada la funcién f(z) = 2 + 3z + 2:

a) Usando la definicién, calcule %(w)

b
c

d

Encuentre la ecuacién de la recta tangente al grafico de f en el punto (1,6).

Encuentre la ecuacién de la recta normal al grafico de f en el punto (1,6).

)
)
)
) {Existe otro punto sobre la curva f donde su tangente sea paralela a la tangente

en (1,6) ?

Solucién:
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lm [((:U+h)2 +3(z + h) +2) — (22 +3m+2)]

h—0 h

. 22 +22h +h?> + 3z +3h +2 — 2? — 3z — 2
h—0 h

lfm h(2x +3+h)

h—0 h

lim (22 + 3+ h)

h—0

2x + 3.

b) Six =1, entonces f'(1) = 2z + 3|,=1 = 5. Esto nos dice que la recta tangente

en el punto (1,6) tiene pendiente 5 y por tanto su ecuacién es:

= 5(x—1)+6
= bxr+1.

1
¢) La pendiente de la recta normal en el punto (1,6) es —§ ysu ecuacién es :

1
y = —g(:v—1)+6
oy = 31 —ux.

d) Para que una recta sea paralela a la tangente en el punto (1,6), su pendien-
te debe ser 5. Sea (z, f(z)) un punto sobre la curva donde la tangente tiene
pendiente 5, entonces se debe tener:

fl(z) =22+3=5.

Lo que implica z = 1. Por tanto, no existe sobre la curva otro punto en el cual
la recta tangente tenga pendiente 5.

2. Dada la funcién f(z) = 2 + 322 — 1:

)
)
)
)

d
a) Usando la definicién calcule é(w)

b
c
d

Encuentre la ecuacién de la recta tangente al grafico de f en el punto (1, 3).
Encuentre la ecuacién de la recta normal al grafico de f en el punto (1,3).

; Existe otro punto sobre la curva f donde su tangente sea paralela a la tangente
en (1,3) ?
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Solucién:

a)

3 2 1) — 3 2 1
ﬁ(w) — Ym ((z+h)?> +3(x + h) ) — (z° + 32 )
dz h—0 h
— m [w3+3:ﬂh2+3m2h+h3+3m2+6mh+3h2 —1—a2%-322+1
=0 h

. h(3zh + h* + 3h + 32% + 6x)
= lim
h—0 h
= lim (3zh + h? + 3h + 32* + 62)

= 32° + 6z.

b) Cuando z = 1,f(1) = 322 + 62|,—1 = 9. Lo que nos dice que la recta tangente
en el punto (1, 3) tiene pendiente 9 y por tanto su ecuacioén es:

y = 9(xz—-1)+3
y = 9z —6.

¢) La recta normal en el punto (1,3) tiene ecuacién:

1
y = —§($—1)+3

9y = 28-—1.

d) Sea (z,f(z)) un punto sobre la curva donde la tangente tiene pendiente 9,
entonces se debe tener que f'(z) = 9. Es decir,

322462 =
322 4+62-9 =
224+2:-3 =

(z—1)(z+3) =

o O O ©

Ecuacién que tiene dos soluciones z = 1 y z = —3. Por tanto en el punto
(=3, f(=3)) = (—3,—1) la recta tangente es paralela a la recta tangente en
(1,3).

3. Se dice que dos curvas son tangentes en un punto P si ellas se intersectan en P y sus

1
rectas tangentes en P son iguales. Considere la funcién h(z) = — senz. Demuestre
x

1
que los graficos de h(z) y f(z) = +— son tangentes en todos los puntos de contacto.
x
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Solucién:

1
Supongamos f(x) = —. Entonces x( es un punto de contacto entre los graficos si y
x

1 1
s6lo si f(xg) = h(xp), es decir, — = — sen zg, lo que implica sen zp = 1, por tanto,
i) i)
0
= — + 2km.
ey 2 + 2km
f(xo) = o4 y por otro lado
z} (4k + 1)272 ’
1 1 4
B (xg) = g sen xg + % cos g = 7(4]{: 1) Se procede de modo andlogo para
3
la funcién f(x) = ——, en que los puntos de interseccién son xy = ; + 2km.
x

Dada la funcién polinomial de grado 3
_ 3 2
y=ax” +bx"+cx+d
encuentre a, b, ¢, d, de modo que se satisfagan las siguientes condiciones:

» La curva pasa por (0,0).

» En (0,0) la recta tangente forma un angulo de 60 grados con la parte positiva
del eje X.

» Enx =1y a2 = —1 la curva es paralela al eje X.
Solucién: Si la curva pasa por el punto (0,0), entonces y(0) = 0 lo cual implica que
d = 0. Si la pendiente de la recta tangente en el origen es tan 3 entonces tenemos
la ecuacién: y'(0) = /3. Como y/(x) = 3az? + 2bx + ¢, tenemos que y'(0) = ¢ = /3.

Que la curva sea paralela al eje X en un punto, quiere decir que en ese punto su recta
tangente es paralela al eje X, lo que a su vez implica que en ese punto su derivada
es nula. Por tanto, tenemos dos ecuaciones:

y'(1) = 3a+2b+c
y'(=1) = 3a—2b+c

V3

La resolucién de este sistema nos da los valores de a = —5 ¥ b=0.

Asi, tenemos que el polinomio que satisface las condiciones pedidas es:

y(z) = —£w3 +V3x.
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5. Calcule la derivada de la funcién sen 2° expresada en grados.

Solucién:

Como z° no es un numero real, debemos expresar la funcién sen en radianes antes
) o T ., X
de derivarla, sen z° = sen 180" Por tanto tenemos la funcién f(x) = sen 180" la cual
T

se deriva usando la regla de la cadena con funcién u(x) = 180" obteniéndose que

@) = T cos TE
F(®) = 155 %5 150°

6. Derive las siguientes funciones usando las férmulas de derivacién:

a) (z+1)%(z—3)°

b) Va2 +1

—_

Solucién:

a) Si f(z) = (z + 1)%(z — 3), entonces
flx) = 2@+1)(x—3)"+ (z+1)*5(x —3)*
= (z4+1D)(z—3)*2x—3)+5(z+1))
= (z+1)(Tz —1)(z —3)*
b) Si f(x) =+Vx?+ 1, entonces
) = 1) e
VR
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¢) Si f(w)—\/z_;z,entonces
1
, _ 1faz—-5\"2d (z-5
fla) = 2<x+5> dz <x—|—5>
lfz-5\"%F 10
- 2\z+5 (x4 5)2
)

d) Si f(x) = x4/ %, entonces
-1 4
, _ oz fa-x d (a—x Ja —x
flo) = 2<a+x> da:<a+x>+ a+x

e) Si f(x) = (8x — 3)%7 entonces

flle) = -(8z—3)75-8
9(8z — 3)9

f) Si f(z) = ﬁ, entonces

f'lw) = =5 <4x1_1>4%<4w1—1>

20
(4 — 1)6°

g) Si f(x) =sen(4x — 3), entonces f'(x) = 4cos(4dx — 3).
R) Si f(x) = cos(4x — 3)2, entonces f'(x) = —8(4x — 3) sen(4x — 3)%.
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1
i) Si f(x) = 2%tan —, entonces
T

1 d 1
f'(z) = 2z tan -+ z? = <tan ;)
1 1 1
= 2z tan — + z%sec® — - (——2>
T T T

1 91
= 2x tan— — sec” —.
T T

7. Determine los puntos donde la derivada de las siguientes funciones no existe.

a) |senz|
b) Jcosz

1‘2—1—1’

0 six es racional
si x es irracional

Solucién:

a) Aplicando la regla de la cadena y el ejemplo 4.2.2, parte 5, sabemos que |sen x|
es derivable en todos los puntos en que senz # 0, es decir, la derivada no existe

T

en los muiltiplos pares de —.

b) La regla de la cadena y el ejemplo 4.2.2, parte 6, nos dicen que el inico punto
en que la derivada no existe es para aquellos valores que anulan el coseno. Es

decir, si z = (2k + 1)%

¢) es facil ver que esta funcién es derivable en cada punto de su dominio R —{£1}.

d) En la seccién 2.5, hemos dicho que esta funcién es discontinua en todos sus
puntos, por tanto no puede ser derivable en ningtin punto.

8. Pruebe que si f(x) es una funcién polinomial de grado n, entonces:

a) f™(z) es una constante independiente de z.
b) ftD(z) =0, para todo z.

Solucién: Si f(z) = a,z" + an_12" ' + ... + a1z + ag, con a, # 0, entonces f’(z)
es a lo méas un polinomio de grado n — 1. En efecto,

2

(@) =napz” 4+ (n— Dap_12" 2+ ... +ay,
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f"(x) =n(n—Daz" 2+ (n—1)(n—2a,_12" 3+ ... 4 ag .
Podemos observar que en cada etapa de derivacién va desapareciendo el término
constante, por tanto, al derivar n veces nos queda:
£ () = nlay,.
Esta funcién ya no depende de x y por consiguiente su derivada, o la derivada de
orden (n + 1) del polinomio inicial, es la funcién constante 0.
9. Calcule:
d? 3 d?y
dx? dz? )’
Solucion:
d? 5 d? d d? d*y
L (22Y) = & (38 + 322
dx? dx? dx dx3 da?
dy a3 d’y d?y 3y
23 2 2
= +32°—— + bor—— + 32" ——
da* da? dx? dx?
dy o d3y d?y
_ .3
= =z e + 62%—= 723 +61‘d—
10. Demuestre que si y = 3 cos 2z + sen 2z, entonces y” + 4y = 0.
Solucion:
y' = —6sen 2x + 2 cos 2x, entonces y” = —12cos 2z — 4sen 2x = —4y.
4.2.6. Ejercicios propuestos

1. Calcule las derivadas de las siguientes funciones, tal como ellas se presentan, es decir
sin realizar las operaciones algebraicas.

a) y= 25— 1423 + 622 — 7x + 40. )y = (322 — 2z) (23 + 5)(a® + 923 —
b) y = 442° — 4ot — 1023 — 922+ 112 —2. 21z).
(3 2\(2 _ .7
¢) y=4c*x® — a3 + 6ca? + P, donde 9) y= (2" — 20+ 52%)(3 — 2" + 5a).
¢ es una constante. _ 1
MY =T
d) y=a*—3ra3 + 6ex?® — Tnz — .
) . 23— 2a
e) y= (322 — 2x) (2% +5). i) y=

3a—ax54+1°
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DY S b
k) y = +/xsenxcoszx
) y =senxcoszy/z
1—rcosz
m) y=——r3
_ xsenz
n Y= 1—coszx
i) y = (zsenz)(l — z3).
Sen  cos
0) y=——.
x
32° — 423 + 22 — 6
P e

d?y
2. Calcule —=
acuede

a) y =% — 1423 + 622 — Tx + 40.

b) y = 4c?x? — '3 + 6ca? + b, donde
c es una constante.

¢) y=at - 3ra® + 6ex? — T’z — 7.

d) y = (32% — 2x)(2® + 5)(a® + 923 —

21x).
) 23 — 2z + 52
e) y=———7"-———.
SO
f) y=+/xrsenzcosz.
sen z cos x
9) y=—"-—.
x
B 32° — 423 + 22 — 6
-3z +9

3

para las siguientes funciones:

319

\/1—1—3:2

1+ 22
1— 22

) 1+senx
V1—senz’
sen(4aj + 322

\/ sen x cos bx

cos [tan(z? — 5z +1)] .

) tan(z? 4+ 1)°, la funcién estd expre-
sada en grados.

) 1+ 22
7 T2

) [1+senz
I 1—senz’

k) sen (4z* + 32% — 6).

/ 6
{ _
) sen x cos bx

m) costan(z? — 5z + 1).

n) tan(z? + 1)°, la funcién estd expre-
sada en grados.

3. Calcule —g para las funciones del ejercicio anterior.
x

4. Dada la funcién f(z) = 23 + 322 — 1:

d
a) Usando la definicién, calcule %(w)

b) Encuentre la ecuacién de la recta tangente al gréfico de f en el punto (—1,1).

¢) Encuentre la ecuacién de la recta normal al gréfico de f en el punto (—1,1).
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d) ;Existe otro punto sobre la curva f donde su tangente sea paralela a la tangente
en (—1,1) ?

5. Usando la definicién de derivada, analice la existencia de la derivada en el origen
para las funciones:

1
a) y=x sen—
x
b) y =cos \/x
6. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes y normales a la curva y(x) en el
punto (zg, yo).

®) ylw) = " sen — (zo,90) = (0,0).

7. Encuentre los puntos de tangencia entre las curvas:

0) f(r) =T sen Ly gla) = .
1 1 1

b) f(z) = 2 oo y g(x) = T

8. Dada la funcién y,(z) = 2™

a) Grafique en un mismo diagrama ys, Y3 € y4.
b) Calcule y/,(x).
¢) La tangente en el punto (1,1) a la curva y,, corta al eje de las abscisas en (z, 0),
calcule lim y,(z).
n—oo
d) ; Para qué punto (x,,y,) de la curva y, su tangente es paralela a la secante
que pasa por (0,0) y (1,1) ?

e) Calcule lim y,.

9. Determine una funcién polinomial de grado seis de modo que en los puntos (1,1),
(—1,1) la tangente sea horizontal y que ademds pase por el origen.

10. Dada la funcién y(x) = z {/cos x, calcule: y(0),y'(0),4”(0),y" (0).
11. Dada una parabola y = az? + bx + c.

a) ;Desde qué puntos se puede trazar dos tangentes a la curva?
b) (Desde qué puntos puede trazarse solamente una tangente a la curva?

¢) (Desde qué puntos no se puede trazar ninguna tangente a la curva?
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12. Dada la funcién:
_ a1z? + b1 + ¢

aox? + box + o’

con a; # 0y az #0.

a) (En qué puntos la funcién f no es derivable 7 (ver ejercicios resueltos de la
seccién 7).
b) (En qué puntos la funcién f tiene tangente paralela al eje X 7

13. Sea k € Ny f(z) = |z|*. Demuestre que f(z) es de clase C™ si n < k, pero f(z)
no es clase C™ si n > k. ;Qué sucede paran =k ?
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4.3. Propiedades de las funciones derivables

4.3.1. Teoremas principales

Segun el teorema 2.5.17 de la seccion 2.5, las funciones continuas cuyo dominio es
un intervalo cerrado y acotado tienen la importante propiedad de alcanzar sus valores
maximo y minimo. Pero este teorema es de aquellos llamados de existencia, pues asegura
la existencia de puntos donde la funcién alcanza sus valores extremos, pero no nos dice
cémo encontrar tales puntos. Para determinar estos importantes puntos y obtener mayor
informacién sobre el comportamiento de la funcién podemos usar ciertas propiedades de
la derivada, como veremos en los siguientes teoremas.

Teorema 4.3.1 Supongamos que f es continua en un intervalo I y alcanza su maximo
( minimo) valor en un punto g en el interior del intervalo I. Si f/(x() existe, entonces

f/(wo) =0.
Demostracion: Si f tiene un maximo en x( entonces,
f(xzo+h) < f(xp), paratodo h tal que xzo+h € I.

Por tanto, f(xo+ h) — f(z) <O0.
f(zo+h) — f(zo0)
h

Asi, si b > 0 tenemos que < 0, y en consecuencia,

f(z0) <0 (4.7)

f(xo +h) — f(x0)
h

Si h < 0 tenemos que > 0, y en consecuencia,

f(z0) > 0. (4.8)

De las desigualdades 4.7 y 4.8 tenemos que f(xg) = 0.
La demostraciéon para el caso que en xp hay un minimo es similar y se deja como
ejercicio. 0

Observacién 4.3.2 1. Es interesante darse cuenta de la importancia que xy sea un
punto interior del intervalo, pues si no lo fuera, no podriamos tomar h <0y h >0
en la demostracién del teorema 4.3.1.

2. Si el maximo o minimo se alcanza en un punto frontera del intervalo, entonces la
derivada en ese punto no necesariamente se anula. Por ejemplo, f(x) = 22 en [1, 2]
alcanza su maximo f(2) =4 en x = 2 pero, f'(2) =4 #0.
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f’(ﬂﬁo)\0 \ |
ANV

Figura 2.3.1

Figura 4.4:

3. Podemos usar el teorema 4.3.1 para encontrar candidatos a maximos y/o minimos
interiores. Por ejemplo si f(z) = 2® — . Entonces f'(z) = 322 — 1, luego f'(z) =0

. . 1 . . .
siy sélosixz= i\/; . Estos puntos son los candidatos a maximos y minimos.
4. Si f'(x0) = 0 no necesariamente zy es un maximo o un minimo. Por ejemplo, f(z) =
x3, f'(0) = 0, pero 0 no es maximo ni minimo.

5. Una funcién continua puede alcanzar su méximo o minimo y puede que no tenga
derivada en el punto. Por ejemplo, la funcién f(x) = |z| tiene un minimo en z = 0,
pero f/(0) no existe.

Teorema 4.3.3 Teorema de Rolle
Supongamos que f es una funcién continua en [a,b] y que f’(z) existe para todo
x € (a,b). Si f(a) = f(b), entonces existe al menos un punto zg € (a,b) tal que f'(xg) = 0.

Demostraciéon: Analizaremos las tres posibilidades siguientes:

1. Si f(z) = f(a) para todo z € (a,b). Entonces, por ser f constante, su derivada f’ es
nula sobre (a,b), por lo que el teorema se cumple trivialmente.

2. Si f(z) > f(a) para algin = € (a,b). Por teorema 2.5.17 existe zg € (a,b) donde f
alcanza valor mdximo . En virtud del teorema 4.3.1, f'(zo) = 0.

3. Si f(x) < f(a) para algin x € (a,b). Entonces, existe 2 € (a,b) donde f alcanza su
valor minimo . Por teorema 4.3.1, f’(x¢) = 0.

O
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f'(xo) =0

o

Figura 4.5: Teorema de Rolle

Observaciéon 4.3.4 El teorema de Rolle puede ser interpretado geométricamente diciendo
que: si una funcién continua y derivable cruza dos veces una recta paralela al eje X,
entonces existe entre los dos cruces consecutivos un punto donde la tangente al grafico es
paralela al eje X.

Teorema 4.3.5 Teorema del valor medio de Lagrange
Sea f: [a,b] — R continua y derivable en (a,b). Entonces, existe un punto zg € (a,b)

tal que :
/ f(b) — f(a)
=4 SN 4.9
[ (o) A (4.9)
Demostracion: Definamos una nueva funcién F mediante la relacion:
J(0)— fla
Fa) = fa) - L0 O g

Esta funcién es continua en [a, b], derivable en (a, b) y ademds cumple que F'(a) = F(b). Por
tanto, podemos aplicar el teorema de Rolle y obtener la existencia de un punto xy € (a, b)
tal que F'(xzg) = 0. Calculando F’ tenemos que existe zg € (a,b) tal que F'(zg) = 0. Es
decir, existe xg € (a,b) tal que la ecuacién 4.9 se satisface. ([l

Observacién 4.3.6 1. Interpretacion fisica del teorema del valor medio.

Interpretando la variable & como el tiempo ¢ y f(¢) como la posicién de un objeto en
el instante ¢, podemos hacernos la siguiente pregunta:;Es posible que la velocidad
del objeto alcance en algiin momento su valor promedio ? En realidad la respuesta no
es obvia, salvo que apliquemos el teorema del valor medio y en ese caso la respuesta
es afirmativa. Existe un instante ¢y en que la velocidad instantdnea f’(t) es igual a

(b)—f(a)

la velocidad promedio ! ;——— en el intervalo de tiempo [a, b].
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2. Interpretacion geométrica del teorema del valor medio.

El primer miembro de la ecuacién 4.9 puede ser interpretado como la pendiente
de la recta tangente al gréafico de f en el punto xg; el segundo miembro puede ser
visto como la pendiente de la recta secante al grafico de f que pasa por los puntos
(a, f(a)) y (b, f(b)). Como la ecuacién 4.9 dice que ambas pendientes son iguales,
quiere decir que existe un punto (xg, f(xg)) donde la recta tangente y la recta secante
son paralelas.

Figura 4.6: Interpretacién geométrica del teorema del valor medio

Teorema 4.3.7 Teorema del valor medio para dos funciones o Teorema del valor
medio de Cauchy.

Sean f(x) y g(x) funciones derivables cuyas derivadas no se anulan simultdneamente
en el intervalo [a,b] y si g(a) no es igual a g(b), entonces existe un nimero ¢ € (a,b) para

el cual
) = fla) _ f(e) (4.10)

Demostracion:
Si definimos la funcién

ha) = 1(0) = @) + ote) — gl =L
vemos que ella satisface las hipdtesis del teorema de Rolle:

= h(a) = h(b) = 0.

f (@)= —f(@) + g @)
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Por tanto, existe un ¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0, lo que es equivalente a decir que ¢ satisface
la ecuacién (4.10). O

Observacion 4.3.8 Este teorema tiene una importante aplicacién en la llamada regla
de L’Hoépital que sirve para calcular limites de formas indeterminadas, como veremos en
la préxima seccién de aplicaciones.

Teorema 4.3.9 Si f es una funcién tal que f’(x) es positiva para cada x perteneciente a
un intervalo (a,b), entonces f es estrictamente creciente en (a, b).

Demostracién: Dados 21 y z2 en (a,b) tal que 21 < 22, podemos aplicar el teorema del
valor medio a la funcién f en el intervalo [x7, z3].
Asi, existe un punto xg € (x1,x2) tal que :

f(x2) = f(z1) = f'(z0)(x2 — 21) con xg € (w1, 22).

Como 1 < o implica que x2 — z1 > 0 y por hipétesis f'(zg) > 0, tenemos que f(z3) —

f(x1) > 0y entonces, f(x2) > f(x1). Lo que nos dice que f es creciente. O
Yy
\
} } } X
a a—+ hl a—+ h2

Figura 4.7: Funcién con derivada positiva

Corolario 4.3.10 Si f es una funcién tal que f’(x) es negativa para cada x perteneciente
a un intervalo (a,b), entonces f es estrictamente decreciente en (a, b).

Demostracién: f/(x) < 0 implica que —f’(x) > 0. Aplicando el teorema 4.3.9 a — f obte-
nemos que — f es estrictamente creciente y por consiguiente f es estrictamente decreciente.
O
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Teorema 4.3.11 Sea f una funcién continua en un intervalo [a, b].

(i) Si f es estrictamente creciente en algin intervalo (a,z() y es estrictamente decre-
ciente en algun intervalo (xg,b), entonces f tiene un maximo relativo en x.

(ii) Si f es estrictamente decreciente en algun intervalo (a,z() y es estrictamente cre-
ciente en algun intervalo (zg,b), entonces f tiene un minimo relativo en xg.

Demostracién: Es consecuencia directa de la definicién de méaximo y de minimo relativo.
O

To

Figura 4.8: Minimo de una funcién

Corolario 4.3.12 Criterio de la primera derivada para detectar maximos y
minimos
Sea f una funcién derivable en un intervalo [a, b] tal que f’ es continua en [a, b].

(i) Si f’ es positiva en algin intervalo (a,zo) y es negativa en algin intervalo (xg,b),
entonces f tiene un maximo relativo en x.

(ii) Si f’ es negativa en algin intervalo (a,xg) y es positiva en algin intervalo (zg,b),
entonces f tiene un minimo relativo en xg.

Demostraciéon: Es consecuencia directa de los teoremas 4.3.9, 4.3.11 y 4.3.10. [l
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Definicion 4.3.13 Llamaremos punto critico de una funciéon f derivable a = tal que

f'(z) =0.

Ejemplo 4.3.14 1. Todo punto donde una funcién derivable alcanza maximos y mini-
mos relativos o locales, son puntos criticos.

2. Existen puntos criticos que no son maximos ni minimos, como por ejemplo z = 0

para la funcién y = z3.

f'(xs5) =0

fl(za) =0

f'(z3) >0 f'(z6) =0

"(22) = (

x1 i) x3 x4 T5 Te6

Figura 4.9: Significado geométrico del signo de la derivada

Definicion 4.3.15 Diremos que una funcién es convexa o céncava hacia arriba sobre
un intervalo I si su grafico queda sobre el grifico de su recta tangente en cada punto de
1. Si su gréafico queda bajo el de su recta tangente, diremos que la funcién es céncava o
concava hacia abajo en [.

Teorema 4.3.16 Sea f una funcién dos veces derivable en un intervalo I.
(i) Si f”(z) > 0 para todo z interior a I, entonces f es convexa en I.

(i) Si f”(x) < 0 para todo z interior a I, entonces f es céncava en I.
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AN

Figura 4.10: Funciones convexas (a) y funciones céncavas (b)

Demostracion: Sea xy un punto interior de I. La ecuacién de la recta tangente al grafico
de f en x( tiene ecuacién:

y = f(zo) + f'(x0)(x — x0).

Para demostrar que f es convexa, debemos probar que para todo x € I,
f(x) > f(xo) + f'(z0)(x — o). (4.11)

Si x = xg, entonces la desigualdad 4.11 se cumple trivialmente. Si x # xy. Llamemos
x1 al valor de z, entonces podemos aplicar el teorema del valor medio a f en el intervalo
(x0,21) 6 (x1,x0) segun sea el caso, obteniendo la existencia de un punto T entre xy y 1,
de modo que:

f'(@) = Ha) = fzo) (4.12)

T1 — Zo

Si en particular x; > x, despejando f(x1) en la ecuacién 4.12, tenemos que
f(z1) = f(xo) + f'(F) (21 — o). (4.13)

f' es una funcién estrictamente creciente en I debido a la hip6tesis que f” es positiva. Por
tanto, f/(Z) > f'(x¢), lo que implica:

f’(i)(wl — 1‘0) > f’(l‘o)(l‘l — $0). (4.14)

Usando 4.14 en 4.13, obtenemos la desigualdad 4.11 con z = x;. Por consiguiente, f es
convexa.
La demostracién de (ii) se hace andlogamente. O
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Corolario 4.3.17 Criterio de la segunda derivada para detectar maximos y
minimos.

Sea f una funcion con segunda derivada continua y sea xy un punto critico de f.
(i) Si f"(xp) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en zg.
(ii) Si f"(xzo) < 0, entonces f tiene un méximo relativo en x.
(iii) Si f”(z0) = 0, entonces no hay informacién.

Ejemplo 4.3.18 Sea f(z) : [0,27) — R de modo que z +— senz(1 + cos x).

Para encontrar los posibles a maximos y minimos debemos resolver la ecuacion

J'(@) =0.

d
d—f = cosx(l+cosz)+senx- (—senz) = cosz(l+ cosz) — sen’ z
x
cos x + cos® & — sen® & = cos x + cos® & — (1 — cos® x)
= cosz4cos?x — 14 cos?x = 2cos’x + cosz — 1
df 2 2
Luego, d—:0@2cos r4+cosx—1=0& 4dcos“z+2cosz—2=0
x
, 1
(2cosz+2)(2cosz —1)=0<cosz=—-1 6 = cosT = 5.

’ _ . _T . _om
Asi tenemos que (z =7m) 6 (1‘ = 3) 6 (1‘ =3 >

Para analizar la naturaleza de los puntos criticos encontrados, usaremos el criterio de
la segunda derivada.

d2
d—‘]; = —senx+4cosx-—senz = —senx(l+4cosx)
x
d>f f,,<7r> 7r(1+4 7'[')
—5 = =) = —sen— COS =
e 3 3 3
3

1 1
—5\/5(1+4~§) <0.
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™ ‘s . - .
Por lo tanto, en x = 3 la funcién tiene un méaximo relativo.

L= ’<5§) - —sen(%r)-(l—i-élcosg)
(e

3v/3
Tf>0.

o e .. .
Por lo tanto, en z = — la funcién tiene un minimo relativo.

El maximo se localiza en el punto

(%,f (g)) = (g,seng . (1 + cos g))

(G3s(+3)-(57)
)

y el minimo se localiza en el punto
o7 T
(5 (5)

57 3v3
3L
+

= /"(m) =0-(1

T=T

“f
dx?

En este caso no tenemos informacién.

4dcosm) = 0.

Definicion 4.3.19 Diremos que en zg hay un punto de inflexién de la funcién f si
1" (x9) =0 y ademds hay cambio de concavidad en él.
Ejemplo 4.3.20 Considerando la misma funcién del ejemplo 4.3.18, tenemos que

f"(x) = —senz(1 +4cosx).

Los posibles puntos de inflexién se encuentran resolviendo la ecuacién f”(z) =0.
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o
Figura 4.11: Puntos de inflexién

f"(2) =0 —senz(l —4cosx) =0« .

(—senx=0) 6 (14+4cosxz=0)
1
(senz =0) &6 <cosx = _Z>

@=0) ¢ (mzﬂ)émz(:%(—i).

Analizaremos el caso = 0.Como f” es continua, ella no cambia de signo entre ceros
consecutivos. Considerando el intervalo [—m/2,7/2) que contiene un unico cero de f”,

. . . T
x = 0, para saber si hay cambio de signo de f” en z = 0, evaluamos f” en +—.

2
O

Entonces, en z = 0 se anula la segunda derivada y f” cambia de signo, por lo tanto, en
x = 0 la funcién f tiene un punto de inflexién.

Ejemplo 4.3.21 La funcién ¢(z) = x* no tiene un punto de inflexién en 2 = 0, a pesar

de tener ¢”(0) = 0, pues no hay cambio de concavidad en 0.

Teorema 4.3.22 Teorema de la funcién inversa

Sea f : [a,b] — R una funcién derivable sobre [a,b] tal que f’(z) # 0 y es continua
para todo x € [a,b]. Entonces, f~! existe y es diferenciable sobre el recorrido de f y se
tiene la siguiente férmula:

para todo z € [a, b]. (4.15)

Demostracién: Como f’ es continua y distinta de cero, ella no cambia de signo; por
tanto f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente. En particular, es inyectiva.

Por otro lado, tenemos que f es continua en [a,b]; aplicando el corolario 2.5.19 el
recorrido de f es un intervalo del tipo [m, M].
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Por consiguiente, existe f~1 : [m, M| — [a, b].
Calculemos su derivada en un punto cualquiera de su dominio. Sea yy € [m,M] y
xo € la,b] tal que f(zp) = yo. Como

) - w) e —a
Y — Yo f(z) = f(z0)
1
~ f@) = flw)
T — X0

entonces

(F Y (f(zo)) = lim

= T F@)
r — X
= T fw)

T — X

f'(x0)

Observacién 4.3.23 La ecuacion 4.15 puede escribirse como :
(4.16)

O mejor ain, usando como siempre el simbolo  como la variable independiente:
1
ff =)

Otra alternativa de escritura es usando la notacién de Leibniz escribiendo y en vez de f(x)

() (@) = (4.17)

d d
y &Y en vez de f'(z),zenvez de f~1(y) y d_:gj en vez de (f_l)/ (y). Entonces, la ecuacién

dx

4.16 queda en la forma:

1
dy 1 _ (4.18)

dx do’
dy
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Ejemplo 4.3.24 1. Sea f(z) = 22, 2 > 0, por tanto

y=1x" <= x=./1.

Es decir, f~!(y) = /5, entonces (f71)"(f(z)) = % o bien (f1)' (y) = % 0
’ 1
bien (y/z) = m
2. Sea f(x) =+v1—x-1, 2 € R—[0,1), por lo tanto
1
y=Vli-ol = zr= T
Como f/(z) = ——— . 1 eng
omo f'(z) = = entonces
—1\/ o 1 _ 2 _ 2y
W= mw 1 ——

Jl_<1——1y2>1 | <1 —1y2>2

4.3.2. Derivadas de las inversas de las funciones trigonométricas

La obtencién de las férmulas para las derivadas de las funciones inversas de las funciones
trigonométricas es una aplicacién del teorema de la funcién inversa.

1. La funcién arcoseno

y = arcsenx : [~1,1] — [~F, 7] es la funcién inversa de senz : [-5, ] — [-1,1]
como hemos visto en el ejemplo 2.5.23 de la seccién 2.5. Ahora, en virtud del teorema
de la funcién inversa demostraremos que es derivable y calcularemos su derivada.

Como la derivada de senx es la funcién cosz, que es distinta de cero en (-3, %),
podemos aplicar el teorema de la funcién inversa, que nos asegura la existencia de
la derivada y nos dice cémo calcularla:

Yy =arcsenr <— T =seny

darcsenx 1
dx ~ cosy
B 1
/1 —senZy
1

V1—22
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VB
]
I

Figura 4.12: Grafico de f(z) = arcsenx

La raiz tiene el signo + porque y € -3, T].

2. La funcién arcocoseno

y=arccosz : [—1,1] — [0, 7] es la funcién inversa de cosz : [0,7] — [—1,1], tal que
Y =arccosxr <= T = COSZ.

Nuevamente se satisfacen las hipdtesis del teorema de la funcién inversa y tenemos:

darccosw 1
dx N _seny
B 1
/1 —cos?y
B 1
o Vi-a?

3. La funcién arcotangente

y =arctanz : R — (=7, §) es la funcién inversa de tanz : (=5, 5) — R, es decir,

y = arctanxr <= z = tany.
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Figura 4.13: Grafico de f(z) = arccosx

En virtud del teorema de la funcién inversa, tenemos:

d arctanz 1 1 1
dx ~ sec?y  1+tan?y 1422
Yy
™
2
x
s
2

Figura 4.14: Gréfico de f(x) = arctanx

4. La funcién arcocotangente y = arctanz : R — (0,7) es la funcién inversa de
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cotan z : (0,7) — R, tal que
Yy = arccotan x <= x = cotan x.

Aplicando el teorema de la funcién inversa, tenemos:

darccotan x 1
dz 1422
Y
T

Figura 4.15: Grafico de f(z) = arccotan x

5. La funcién arcosecante y = arcsecz : (—oo, —1] U [l,4+00) — [0,5) U (5, 7] es la

funcién inversa de secx : [0, 5) U (5, 7] — (—o0, —1] U [1,4+00), tal que
Yy = arcsec r <= I = secy.

Aplicando el teorema de la funcién inversa, tenemos:

darcsec x 1

dr  |z|Vai—1

6. La funcién arcocosecante
y = arccosec x : (—oo,—1] U [1,+00) — [=5,0) U (0, F] es la funcién inversa de
cosecz : [—5,0) U (0, 5] — (—o0, —=1] U [, +00), tal que
Y = arccosec r <> I = cosecy.

Aplicando el teorema de la funcién inversa, tenemos:

darccosec T 1

dv  |gVa2-1




338 CAPITULO 4. LA DERIVADA Y SUS APLICACIONES

Yy
s
3
x
—1 0 1
Figura 4.16: Grafico de f(x) = arcsec
Y
s
2
-1 1
— x
2

Figura 4.17: Gréfico de f(z) = arccosec x

4.3.3. Ejercicios resueltos

1. a) Pruebe que si f(z) es una funcién continua en un intervalo I de modo que
/'(z) = 0 para todo x € I. Entonces, f(z) es constante en I.

b) Demuestre que si dos funciones tienen derivadas iguales, entonces ellas difieren
en una constante.

Solucién:

a) Sean x1,xy dos valores cualesquiera en el intervalo I, aplicando el teorema 4.3.5
(teorema del valor medio) en [z, 3], tenemos que existe un ¢ € [x1,x2] tal que
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flz2) = fla1) + (22 — 21) ().
Como f’(¢) = 0, obtenemos que x9 = x1, para todo z1,z9 € I. Por tanto ,
podemos concluir que f es constante en I.
b) Sean f(z)y g(x) funciones tales que f'(x) = ¢'(x) para todo z en algin intervalo
I. Si definimos la funcién h(z) = f(z) — g(z), entonces h'(x) = 0 para todo
x € I. Por la parte recién demostrada podemos concluir que h(z) es constante
en I; por tanto, las funciones f y g difieren en una constante.

2. Encuentre maximos, minimos y puntos de inflexién de la funcién racional:

x
fla) = 2 +1
Solucion:
1—a2?
T — )
Entonces,

fllx)=0 < 1-22=0.

Por tanto, los candidatos a méaximos y minimos son: x = +1. Para saber que son
realmente cada uno de estos puntos, calcularemos la segunda derivada de f:

() = 22° — 423 — 6z
(.ZL'2 + 1)4

Podemos observar que el signo de f” lo determina su numerador, pues el denominador
es siempre positivo.

Un célculo directo nos da f”(1) < 0y f”(—1) > 0. Por tanto, en x = 1 la funcién
tiene un maximo y en z = —1 tiene un minimo.

Veamos ahora los puntos de inflexion.

ff(z)=0 < 2x(w4 — 22 — 3)=0.

La resolucién de esta ecuacién de quinto grado nos da: z = 0 o z* — 222 — 3 = 0.

Resolviendo la ecuacién de cuarto grado como una ecuacién de segundo grado en z2,

obtenemos: 22 = 3 y 22 = —1. Como la tltima ecuacién no tiene soluciones reales,
tenemos que como candidatos a puntos de inflexién tenemos: z = 0, x = V3 y
x = —+/3. Para saber cuéles de estos puntos son puntos de inflexién y considerando
que f” es continua, basta calcular f” en un valor menor y en un valor mayor que el
candidato a punto de inflexién para saber si ella cambia de signo:
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s Para z = 0. Nos sirven los valores ya calculados de f” en 41, lo que nos dice
que ella cambia de signo en z = 0, por tanto es punto de inflexion.

» Eligiendo 1 € (0,v3) y 2 € (v/3,00) , vemos que (1) < 0y f"(2) > 0. Por
tanto « = /3 es otro punto de inflexién de f.

= Eligiendo —2 € (—o00,—V3) y —1 € (—=V3,0) , vemos que f"(-2) < 0y
f"(~=1) > 0. Por tanto, x = —+/3 es un punto de inflexién de f.

3. Encuentre maximos, minimos y puntos de inflexién de la funcién racional:

2
)=y
Solucién:

Procediendo de manera analoga al ejercicio anterior, obtenemos que la funcién g
tiene un minimo en (0,0) y puntos de inflexién en (:l:%\/g, i)

2

4. Demuestre que la ecuacién x* = x senx + cosx tiene sélo dos soluciones:

Solucién:

Sea f(z) = x senx + cosz — 2. Entonces f(0) =1 >0, f(-7) = -1 —7% <0
y f(r) = 1 —72 < 0, por tanto, f(z) tiene al menos dos ceros. Por otro lado,
J'(z) = zcosz — 2z se anula en z = 0y cosz = 2 (lo que no puede ser), por lo
tanto el tnico punto critico es z = 0 y como f”(x) = cosx — xsenz — 2 se tiene
17(0) = =1 < 0. Luego f en 2 = 0 tiene un méximo, lo que implica que f(z) tiene
sélo dos ceros. Porque si tuviera un tercer cero, como la funcién es continua, tendria,
segun el teorema de Rolle, otro punto donde se anula la derivada.

5. Demuestre que las sinusoides p(z) = asenwx +bcoswz y ¢p(x) = a coswx — bsenwz
tienen ceros alternados.
Solucién:

Como ¢'(x) = we(x), entonces si x1 < 5 son ceros consecutivos de p(z), es decir,
v1(z) = pa(x) =0y ¢(x) # 0, x1 < & < x2. Entonces, en virtud del teorema de
Rolle, existe xq tal que x1 < 29 < 2 y cumple que ¢'(xg) = ¢(z9) = 0. Como ambas
sinusoides tienen el mismo periodo, estos ceros son alternados.

Este método puede aplicarse en forma més general. Si g(x) = f'(x), entonces entre
dos ceros de f(z) existe al menos un cero de g(x).

6. Compruebe que la funcién

1
f(m):{ x + 222 sen si x#0

0, siz=0
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satisface f/(0) = 1 > 0, sin embargo esta funcién no es creciente en ninguna vecindad
de 0. ;Contradice esta funcion el teorema 4.3.9 7

Solucién: Observemos que:

fO+h)—£(0) :l [h+2h2 sen%] — 1 cuando h — 0.

h h

Lo cual dice que f/(0) = 1. Por otra parte, f es derivable en cualquier intervalo de
la forma (0,¢), € > 0, con f" dada por:

1 1
f'(x) =144z sen — — 2 cos —.
x x

. . . 1
Si consideramos la sucesién x,, = 5, due converge a 0, tenemos f'(z,) =1-2<0
nmw

Si f fuese creciente en alguna vecindad de cero tendriamos f’(z) > 0 para todo
x € (0,¢), luego f no es creciente cerca del cero. Esto no contradice el teorema 4.3.9,
pues f’ no es continua en cero, y por lo tanto el ser positiva en x = 0, no da ninguna
informacién cerca del 0.

7. Calcular aproximadamente /304.

Solucién:

Sea f(x) = y/x. Para aplicar el teorema del valor medio busquemos una raiz exacta
menor y mas cercana a 304. Sean a = 289 y b = 304 , entonces tenemos:

by fO)=fl@) 1 /B04—17
f(zo) = v —a  2um —

para algin zo en (289,304).
Como f(x) = +/x es una funcién creciente, se tiene:
17 < /70 < V304,
acotando tenemos:
17 < /7o < V304 < /324 = 18.

Luego,

15 —— 15

asi

17,416 < v 304 < 17,441

Lo que es una aproximacién bastante razonable, si no se tiene calculadora.
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8. Usando el teorema del valor medio, demuestre las siguientes desigualdades:

9.

a) —x <senz <z , para todo = > 0.

b) Sia > 1, entonces (1+x)* > 1+ ax, para todo x > —1. Esta es la desigualdad
de Bernoulli que estd demostrada en un caso particular, cuando o € N,en el
desarrollo del ejemplo 2.1.42 de la seccion 2.1.

Solucién:

a) Sea f(x) = senz. Apliquemos el teorema del valor medio con a = 0, b = z.

Asi obtenemos:
senz — 0
——————— = oSy
T
pero, —1 < cosxp < 1. Luego, —x < senx < x para x > 0.
b) Sea f(z) = (1+x)* con a > 1.

Si z > 0, aplicamos el teorema del valor intermedio en [0, 2], obtenemos:

(1+z)*-1

=a(l+z)*" 0<zy <.
T

Como 29 >0y aw— 1> 0, entonces (1 + aco)a‘_1 > 1, lo que implica que
(1+2)*>1+ azx.

Si —1 < x < 0 el teorema del valor medio se aplica en [x,0] y obtenemos el
mismo resultado.

Si x = 0 obtenemos la igualdad.

Si ) ,
T T "

demuestre que la ecuacién P, (x) = 0 no tiene raices reales cuando n es par y tiene
exactamente una raiz cuando n es impar.

Solucién:
Para demostrar este ejercicio usaremos induccién.

Sin = 1, entonces Pi(x) = 1+ 2z y la ecuacién Pj(x) = 0 tiene exactamente una
raiz. Por tanto, en este caso se verifica la afirmacién.

Supongamos que la propiedad vale para n y demostremos su validez para n + 1.
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» Sin es par, por hipdtesis de induccién P, (z) no tiene raices reales.

Sea Pny1(x) = 0; como Pj(x) = P,(x), entonces P, ; no se anula y, por
tanto, la funcién P, 41 (z) es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.
Pero, n+1 es impar, asi cuando z — —oo, P41 toma valores negativos y toma
valores positivos cuando x — +oo. Por ser funcion continua F,,1 debe cruzar
el eje X, es decir, existe una raiz real de Ppyq .

Veamos ahora que no puede tener mas de una raiz. Si tuviera una segunda raiz
podriamos aplicar el teorema de Rolle, obteniendo que existe un punto donde su
derivada se anula, pero su derivada es P,(z) que no tiene raices segin nuestra
hipétesis. En sintesis, sélo existe una dnica raiz para P, 11(z).

» Supongamos n es impar, por hipétesis de induccién P,(z) tiene exactamente

una raiz real r, r # 0.
. ’ / _
Debemos demostrar que P, y1(x) no tiene raices. Como P) (x) = P,(z), en-
tonces P, (1) = 0. Por lo cual r es el tinico posible punto de méaximo o minimo.
Por ser (n+ 1) par h'rin P, +1(x) es positivo, lo que a su vez nos dice que r es
T— OO

un minimo.

Por otro lado,

P ()_ - +,r.2+,r.3+ +7,,n N rn-&-l B rn-&-l
) = TTATE T T W) T )l )

Por ser (n + 1) par P,41(r) > 0. Por tanto,P,+1 no se anula nunca.

4.3.4. Ejercicios propuestos

1. Pruebe que si f(z) es una funcién continua tal que f/(xz) = 4 para todo z en algiin
intervalo I, entonces f es de la forma f(xz) = 4x + b, para alguna constante b y para
todo x € 1.

2. La funcién f(z) =senz(1 + cosx) con 0 < z < 2m, ha sido parcialmente estudiada
en el ejemplo 4.3.18. Demuestre que en su dominio ella tiene tres puntos de inflexion.
Encuéntrelos y haga el gréafico de f.

3. Demuestre que para x >0y 0 < a < 1 se tiene
2 <or+ (1 —a).
Sugerencia: Aplique el teorema del valor medio a f(z) = ax — z®.
Deduzca que a®b'~% < aa + (1 — )b si a, b son nimeros positivos.

4. Encuentre los puntos criticos y de inflexién de las siguientes funciones:
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a) y T =5
3 2

y=zogrty

) y=

o) v —

L R
2

d) y= :
cos

T
e) y = tanztan (Z —w) .

5. Sea p(x) un polinomio. El nimero z( se dice una raiz de multiplicidad m si

8.

10.

11.

p(x) = (z — x9)"q(x),
con ¢(z) # 0. Demuestre:

a) Si tiene r raices en [a,b], entonces p'(x) tiene por lo menos r — 1 raices, y en
general, la derivada de orden k de p(z), p®®) () tiene por lo menos r — k raices
en [a,b].(Las raices se cuentan tantas veces como su multiplicidad).

b) Si p*)(x) tiene exactamente r raices en [a,b], {qué puede decir del nimero de
raices de p(z) en [a,b] ?

Sean ai,as,...,a, numeros reales y se define f(z) en R por:

Encuentre el inico punto de minimo de f.

Suponga que f(z) y g(x) son funciones derivables en R tal que f(z)¢'(x)—f'(x)g(x) #
0, para todo x € R. Pruebe que los ceros de estas funciones son alternados. Suge-

rencia: Suponga que la tesis es falsa y aplique el teorema de Rolle a i vy a 2.

f

Considere el polinomio ctibico p(z) = 23 + px + ¢ con p > 0. Demuestre que existe
p~1(z), calcule (p~!) () y encuentre una expresién explicita para esta inversa.

Demuestre que la derivada de una funcién impar es par.
Deduzca una férmula para la derivada de arccotan x, arcsec x y arccosec .

Derive las siguientes funciones:
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a) f(x) = arcsen?®z.

b) f(z) = arcsen .

¢) f(xz) = arcsen/z.

22
d) f(x)= arctan <$2—+1>

e) f(z)=zarcsenz + V1 — a2
f) f(z) =zarccosz — /1 — 22
g) f(x) = arctan(g(z — tanx)); donde g es una funcién derivable.

B fl) = Varctan z + g(g(x))

; donde g es una funcién derivable.
cos g(x)
i) f(x) = arctan(xsenx)

2

12. Probar que y = arcsen” x satisface la ecuacién diferencial:

dy  dy _

Gl A Y
dx? v dx

(1-a?)
13. Demuestre que z = tsen(arctant) es solucion de la ecuacién diferencial

dz =z
t

dt

t2—Z2
t2 41

14. Analice el crecimiento y la existencia de maximos y minimos para las siguientes
funciones:

a) y = arcsen z?

1
b) y = arctan <—>
x

¢) y = arcsen’z

1
d =
)y 241

1
e = —
)=

15. Considere una funcién L(x) para la cual:

» domL =R™"
» L(z) =0<= =1
» L(z)>0six>1y L(x) <0siz <1
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s lim =400

Tr—400
s lim = -
z—0t
1
L'(z) =~
f D)=

En base a la informacién anterior:

a) Estudie el comportamiento de L y esboce su gréfico.

b) Deduzca la existencia de la funcién inversa de L y estudie su continuidad y
derivabilidad.

¢) Demuestre que (L_l)/ = L~! y esboce el grifico de L™!.
16. Para f(x) = arctan L(x), donde L(x) es la misma funcién de la pregunta anterior:

a) Determine dominio de f, ceros de f y signo de f.
b) Estudie la existencia de asintotas horizontales y verticales.

c¢) Explique por que f es continua en RT y vea la posibilidad de extender f de
manera continua a z = 0.

) Estudie el crecimiento de f, asi como la existencia de méximos y minimos.
) Estudie la curvatura de f y la existencia de puntos de inflexion.

f) Estudie el acotamiento de f y determine su recorrido.
)

Esboce su grafico.
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4.4. Aplicaciones I: La regla de L’Hopital

El teorema del valor medio de Cauchy tiene una importante aplicacién en un teorema
que permite calcular limites de algunos tipos de formas indeterminadas, como por ejemplo,

lim @, cuando f(a) = g(a) = 0.

a—a g(x)
. . . . . 0
Este tipo de expresién suele llamarse forma indeterminada del tipo 0

Teorema 4.4.1 (i) Si f(z) y g(x) son funciones continuas en un intervalo I tal que
fla) =g(a) =0, f'(a) , ¢'(a) existen y ¢'(a) # 0, a € I, entonces

f@) _ o) (w19)

lim —— = .
e g(@) ~ gla)
(ii) Si f(z) y g(z) son funciones continuas y derivables en un intervalo I tal que f(a) =

0w F@)
g(a) =0y lim 7@

existe, entonces

W@ T
o) ") 20

Demostracion:
(i) Como f(a) = g(a) = 0, tenemos que
fz) = fla)

f(x)_ T —a z 4 a.

g(z)  g(x) —gla)

Si hacemos tender # — a obtenemos la igualdad de (i).

(ii) Aplicando el teorema del valor medio de Cauchy, teorema 4.3.7, sabemos que existe
un c entre a y x tal que
f(@) = fla) _ f'(c)

g9(z) —gla) — g'(c)’
Si x — a, entonces ¢ — a, por tanto:

LS f@) - )

r—a g(x) 2—ag(z) —gla) coag(c) a—ag(x)




348 CAPITULO 4. LA DERIVADA Y SUS APLICACIONES

1— 3 9.2
Ejemplo 4.4.2 1. lim ——% — 1fm 5% _ 3,
=11 —22 251 —22 2

(1—az)3 31—z 0

2. lim — = lim =—=0.
z—1 1 — 3 z—1 —3x2 -3
, T —sencx , 1—cosz ., senx 1 , senx 1
3. Im ——— =lim ——— = lim = — lim = —. Observe que en este
z—0 T z—0 3 z—0 6x 6z2—0 =x 6

ultimo caso aplicamos dos veces la regla de L’Hopital.

1 —tanx —sec?x

4. Ilm —— = lim 5
a—2 1 —cotanx  z—Z cosec’x

=—1.

Observacion 4.4.3 1. La férmula 4.20 vale cuando se toma limite a la derecha o a la
izquierda de a.

2. Si f(x) y ¢'(z) son continuas en el punto a y si ¢’(a) # 0, entonces

f(@) _ f(a)

oo g(z)  gla)’

3. Si ¢'(a) =0, pero f'(a) # 0, entonces

4. Si ¢'(a) = f'(a) = 0, entonces se debe aplicar nuevamente la regla a la funcién f’ si
se satisfacen las hipotesis, como hicimos en el ejemplo 4.4.2 parte 3.

5. La férmula 4.20 vale también en el caso que a = oo como veremos en el siguiente
teorema.

Teorema 4.4.4 Si f y g son funciones derivables tales que lim f(x) = lim g(x) =0y
T— 00

, T—00
si lim F(x)

z—o0 ¢' (1)

existe, entonces

T ACO R G (4.21)

. 1 . . .
Demostracién: Haciendo x = — y definiendo las funciones F' y G por las relaciones:

Fit)=f <%> sit#0,F(0)=0,G(t) =y (%) sit# 0 ,G(0) =0, tenemos que: F'y G
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son continuas para todo t # 0, por ser compuestas de funciones continuas. Ademas, F' es
continua a la derecha de 0, ya que:

, , Iy .
tLH(?Jr F(t) = t£%1+f (Z) = man;Of(m) = 0= F(0).

Por el mismo argumento, G también es continua a la derecha de 0. Usando la regla de la

cadena:
1

dF(t)_df<¥> _df(z) dr _ 1f’<%>, si t#0.

dt dt de dt 2

Andlogamente obtenemos que:

dGt) _ 1 (1> R

/
a 27\

Por tanto, en virtud del teorema 4.4.1, podemos escribir:

fo) P P (5)

~—

,/
lim _ g L

e gla) 0t G mor G or <1> 5 g'(@)

t

0
Ejemplo 4.4.5 El siguiente ejemplo muestra una forma del tipo 0 cuando r — —o0.

tanz 4+ - L
arctan r + — —
2
Iim ———% = lim 2+ 1 = —1.
x 2

Formas indeterminadas del tipo —. Estas consisten en expresiones de la forma:
00

. f(x) , ,
lim ——= cuando lim f(z) = lim f(x) = co.
T—a g(gj) T—a f( ) :p—>af( )

. . .0 -
Estas pueden reducirse a una expresion del tipo o’ usando el siguiente recurso.

L ) =

Definiendo F(x) = 7@ y

, tenemos que,

1
g(x)




350 CAPITULO 4. LA DERIVADA Y SUS APLICACIONES

y como ademas
lim F(z) = lim G(z) = 0,

Tr—a Tr—a

0
tenemos una forma del tipo o

Formas indeterminadas del tipo 0-ococ. Estas consisten en expresiones de la formas:

lim f(z)-g(z) cuando lim f(z)=0 y lim g(z) = cc.

r—a Tr—a

0
Definiendo G(x) = ——, estas pueden ser reducidas a una del tipo o

9(x)
T
. , 7T . " . —1
Ejemplo 4.4.6 lim (— — w) tanz = lim = llm ————=1
2 eIt cotan x @—ZIT —cosect

us
.CE—>2

Formas indeterminadas del tipo oo — co. Diremos que una forma indeterminada es
del tipo 0o — oo si tenemos lim [f(z) — g(z)] cuando lim f(x) = lim f(z) = co. Definiendo
r—a r—a Tr—a
nuevamente F''y G como los inversos multiplicativos de f yg respectivamente, podemos
observar que
G(z) — F(x)
lim[f(z) — g(x)] = llm ——~——=
timf(x) — g(x)] = im TE L

0
siendo el segundo miembro de la ultima igualdad una forma indeterminada del tipo o

00
Otra manera de tratar las formas indeterminadas del tipo —. Todas las varian-
00

tes de formas indeterminadas vistas se tratan transformandolas en una del tipo 9, para
aplicar el Teorema 4.4.1. Pero, existe un teorema que permite tratar directamente las for-
mas del tipo §7 su demostracién, para quien esté interesado puede verse en “Calculus”de
T.M. Apostol?OEd. Reverté S.A., 1965, pag. 452.

Teorema 4.4.7 Si f y g tienen derivadas f’ y ¢’ en u intervalo abierto ]a, b[ y si

. h’m+ f(z) =400, lim g(z)= +o0,

r—a Tr—a

1, .

T SN 3
z—at ¢'(x)

» ¢(x) #0en |a,b| .
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Entonces,
im 1@ _
a—at g(T)
Comentario:

El teorema 4.4.7 vale también cuando a toma los valores +oo.

Formas indeterminadas exponenciales

Son tres: 00, 1° y oc?
Estas pueden ser tratadas usando que e® es la inversa de Inx. Entonces,

i F@)® =l estens(e) — o 10 I f (@)

Usando la continuidad de la funcién exponencial

Asi, debemos calcular lim[g(z) - In f(x)] quedando, en general, una forma inderminada
r—a

algebraica.

Formas del tipo 0°

1. llm 2z =1
z—0t

Solucién:

El calculo directo corresponde a una forma indeterninada del tipo 0V.

Iim zlnx
lim 2* = ex—0"
z—0t

Calculando el limite del exponente,

Ind Int Vs 1
lim zlnz = lim —t = lim —— = lim - =0
z—0+ —+oo ¢ t——+00 t t——+oo ¢
Asi, vemos que

lim 2 = =1
z—0t

__ 1 _
2 h’m :L-ln(senh2 ) — \/E
z—07F
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Solucién:

L= lim o7 = oxp | lim —25 | —oxp [ lfm —2F
— n(senh®z) — oy = ex —_
z—0+ L Pt In(senh? z) P12 .20 In(senh x)

Ahora calculamos el limite,

| = lim _
~ 2—0+ In(senhz)’

que es una forma indeterminada de tipo —, razén por la cual usaremos la regla de
00

L’Hopital,
< : )
x h 1
l= lim —2/ _ — g 22 - g
z—0+ [ coshx 0T T cosh x
senh z

Por lo tanto,

L=\/e

1
3. lm (x — 7)nGen®a) = Ye.

r—mt
Solucién:
In(x — )

— Ll In(x — ) 1
L= 1 — In(sen3 z) — i | = — 1
xigrl“'(x ™) P L_lg# In(sen? w)] P {3 ot In(sen z)

Ahora calculamos el limite,

= lm In(z — )

z—r+ In(senx)’

. . . &) ’
que es una forma indeterminada de tipo —, razén por la cual usaremos la regla de
00

L’Hopital,
< : )
) T—T ; sen x 1
[= lim ———— = lim .

st (COS 1‘) g—mt T — T  COST
sen

i x i i sen x . —senu
= lim - lim =—1- lim = —11im =1.
r—nt X — T x—at COSXT ot X — T u—0 u
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Por lo tanto,

Formas del tipo 1%

1. lim (cosw)% =1
xz—07F

Solucién:

Incosx

lim
lim (cosz)z =ex—0" T = lim exp
z—0t z—0t

1
T

Para calcular el limite del exponente debemos ocupar la regla de L’Hopital:

Incos x —tgx
lim = lim =0.
z—0t T z—0t 1
, 1
2. lim x=-1 =e.
r—1
Solucion: Tenemos una forma del tipo 1°°. Por tanto,
1 , 1
, 1 , (lnx1*1> lim Inz=-1
limz=-1 =lime =er—l .
r—1 r—1
Calculando aparte el exponente de e tenemos:
, 1 . Inzx
lim Inx=-T = lim .
r—1 z—1x —1

Por ser esta ultima expresion una forma indeterminada del tipo 0’ aplicamos una
de las reglas de L’Hopital y nos queda:
Inx 1

lim = lim — = 1.
z—lx—1 z—1 T

Luego, el limite buscado es e.

1
3. lfm <“ ;Lb )z:\/%.

z—0
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Solucién: Esta es una expresion del tipo 1°°. Por tanto:

L 1 o’ + : lim In @b
X X .
h'm(a ;b>z—h'men 2 =0 2 .

x—0 z—0

Usando propiedades de la funcién logaritmo tenemos que:

a® + b* - 1 a® + b*
In =_—In .
2 T 2

., .0 . .
Esta expresion es del tipo 0 cuando x — 0, aplicando la correspondiente regla de

L’Hopital tenemos que

lim =
x—0 xT z—0

a® + b* % 2 x—0 a® + b= N 2

In <ax+b”>
2 zlim< 2 > d <a +b>_h,malna+blnb_lna+lnb:1n\/%.
Finalmente, el limite buscado es elnvab — \/gh.

4. lim(1+ mm)% =e"

Tr—

.. , 1 .1 o1 o In(1 +max
Solucién: lim (14+mz)= = lim ex "0+™2) — Jim ~In(14+ma) = lim In(1 + mz) =
z—0 z—0 z—0 T z—0 x
m. Por lo tanto,
, 1
lim (1 4+ mx)= = e™.
x—0
Formas del tipo oc®
1
1. lim z= =1.
Tr——+00
1 1 .
Solucién: lim z@ = lim ez ™®. Calculando el limite del exponente:
Tr—-+00 Tr—-+00
i 1 , Inz
lim —Inx= lim — =1,
r——+00 I rx——+o0 I
tenemos:
. 1
lim zz =€’ =1.
T——+00

2. lim (7z44%)Y/* =4,

T——+00
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Solucion:
In(7 47
lim (72 +47)V/% = exp | lim In(7e +47)
T——+00 T——+00 X
Calculando el limite del exponente, tenemos:
, In(7x + 47%) L'H ; 7+ (In4)4*
lim ——= = lim ———
T—+00 €T z—+oo Tx + 4%
' In 4)24% ' In 4)34*
L lim (ni) L lim & =1In4.
z—+o00 T+ (In4)4* a—+oo (In 4)24

Por lo tanto,

lim (74 4%)/* =4

T—400

La forma del tipo 0¥ no es una forma indeterminada Sean f y g funciones
continuas tales que lim f(z) =07 y lim | g(z) |= +oc.
r—a r—a

En efecto, si definimos h como h(x) = f(x)?®), tenemos que

0 si lim g(x) = 400

lim h(z) = ra (4.22)
z—a +oo i lim g(z) = —o0

h(z) = exp(In(f(2)*™))) = exp(g(z) In(f(x))

Calculando el limite del exponente y usando la continuidad del logaritmo, tenemos

+00 si lim g(z) = —o0
lim g(z) In(f(2)) = lim g(z) In(1lim f(z)) = e
z—a z—a z—a —00 si lim g(z) = 400

Reemplazando estos valores en el exponente de e, se obtiene el resultado enunciado.

Ejemplo 4.4.8

lim ™% = +oc0.

z—0t
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Ejercicios resueltos

T
sen <§> +cosx

1. Calcular lim 5 .
z—m 1 4+ sen”x + cosx

Solucién: La expresion:
x
sen (5) + cosx

1+ sen? x + cosx

. . . .0 .
evaluada en x = 7w da una forma indeterminada del tipo ik Aplicando regla de

L’Hopital se tiene:

1 T

3 CcOS 5~ sen x
lim f(x) = lim
T—T z—m 28€eNn L COS T — Sen x

0
Esta expresion también es una forma indeterminada del tipo o’ por lo cual nueva-

mente debe aplicarse la regla de L’Hopital.

1 (.L) 1 L
——sen (=) —cosz —- 1
lim f(z) = lim —2 2 —_4 _ -
T—T z—7  2€082x — COS T 2—(-1) 4

2. Calcular lim <cotan T — l)

T— x

Solucién: Este limite corresponde a una forma indeterminada del tipo oo — oc.

1 CcoS & 1 I COSXT — Senzx
cotanxr — — = -
T senxr I T senx

esta ultima expresion es una forma del tipo 0 y aplicamos el teorema 4.4.1 obtenien-

do:
fl(x)  —xsenx —z

g(r)  senz +xcosz 14

COS T
sen T

Por tanto,

, 1 ) -
Iim ( cotanxz — — | = lim —F=0.
x—0 X x—0 1 4 Ccos T

senx
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; 1 1 , T — sencx ; 1—cosx
4. lim - )=llm—=1lm —
sen xr x z—0 xsen x z—0senx + xrcosx

sen T

im
z—0 COSx + Ccosx — xrsenx

. 1= cos? z
5. Calcule lilm ————
z—0 xtanx

Solucién:

1 — cos? z

0
Evaluando ————— en = = 0, se obtiene una forma indeterminada del tipo g’ por

T tanx
lo cual se debe aplicar regla de L’Hopital.

1—cos?xr ., —2cosx(—senzx) ) 2cosxsenx

lim ——— = 1lim 3
z—0 xtanz z—0 tanx + xrsec*x

= lim 5
z—0 tan x 4+ xsec*

. . . 0 .
Evaluando la tdltima expresién se obtiene una forma o Aplicando nuevamente la

regla de L’Hopital.:

—2sen® x + 2cos? z

lim 5 3 3
z—0 sec® T + sec? x + 2x sec® rtanx

6. Calcule lim +/z(m — 2arctan/z).

T——+00

Solucién: El célculo directo de Hrf V(7w — 2arctan v/z) conduce a una forma
T—1T00

indeterminada de tipo 0 - +o0 .

0
Para aplicar la regla de L’ Hopital se debe transformar en una forma de tipo 0

— 2arct
lim +/x(r — 2arctan/z) = lim (m arlc an v/7)
xr——+00 xr—+00 —_

7z

=2

7. Calcular lim z(m — 2arcsen (L) .
T—+00 2 +1
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Soluciéon: La evaluacion directa de este limite da lugar a una forma indeterminada

. . 0
de tipo oo - 0, por lo tanto se debe transformar en una del tipo 0

T
- T — 2arcsen <271>
Iim (7 —2arcsen | —— = lim Unlan
x—+00 2+ 1 T—+00 l
x
S
—2 22241
2 241
1—
, 2 +1
= lim
Tr—+00 —_1
72
=  lim 222Va22+1-
z—+00 (2 4+ 1)vVa2+1

, 212
= lim 5 =
z—+o0 % 4+ 1

Ejercicios propuestos Calcule los siguientes limites:

1.

i a3 —3x+2 1
m —-——- = —.
r—1 21‘3 —3$2+1 2

sendx 7
im = —.
z—0sen7xr 4

} x
Iim — = +o00.
z—0tanx —senx

i ar’ —2ar+a a
m-—=—.
r—1 bfL’2 — 2bx + b b

., 1—cosz 1
lim ———— = —.

z—0 .%'2 2
i r—senz 1
h) — —hf'

o L0 = 1@ = h'@)
h—0 5}]2

lim z?(2arctanz? — 1) = —2.
r——+00

, senz\ -z 1
lim ( ) =€ 6.
r—0 T
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

lim (senz)® = 1.

z—0

h’n%(l — sen(5z))cotan (72) — ¢=5/T,
Tr—

lim 2" lnx = 0.
x—0

_a
lim z7-= =€ Ja # 0.
rz—1

) 1 tgx
lim | — =1.
z—0 \ &
h’lr%)loga(a +a)/*=d'% a>0.
Tr—

) a* —a= " 2a(In a)?
lim = .
a—01—xz—log,(a—x) 1—alna

a) Calcular lim )
z—0t % — 1

b) Sea f(z) =a"siz >0y f(0) = 1. Calcular f/ (0).

Compruebe que la regla de L’Hopital falla al intentar aplicarla para calcular

, T+senx
lim —.
T—00 T — Sen T

359
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4.5. Aplicaciones II: Graficos de funciones

Todos los teoremas de la seccién 4.3 encuentran directa o indirectamente aplicaciéon en
el analisis del comportamiento de funciones numéricas y en la construccién de sus graficos.

De gran utilidad es conocer las asintotas a una curva en una direccién cualquiera. En
el capitulo de limites s6lo podiamos definir las asintotas paralelas a los ejes; ahora, con el
concepto de derivada, podemos ampliar este concepto.

Definicién 4.5.1 Diremos que la recta y = ax + b es una asintota de la curva y = f(x)
si

a= lim f'(z) y b:xh;r{.lo[f(x)—ax].

r—00

Podemos observar que la direccion de una asintota es la direccién limite a la que tiende
la direccién de la tangente a la curva en el punto (z, f(z)) cuando z — oc.

Para poder hacer un grafico que refleje fielmente el comportamiento de una funcién f,
seguiremos el siguiente esquema:

1. Determinar el dominio de la funcién.

2. Encontrar los ceros de la funcién.

3. Determinar el signo de f.

4. Encontrar los puntos criticos de f.

5. Determinar el signo de f’.

6. Encontrar los puntos que anulan f” y clasificacién de los puntos criticos.
7. Determinar el signo de f”.

8. Analizar la existencia de asintotas y calculos de limites complementarios.

9. Bosquejar el grafico de f.

Ejercicios resueltos

1. Analizar el comportamiento de f(z) = v4 — 22.

Solucién:
» f()ER &= 4-22>0 = z€[-2,2] < D(f)=[-22].
. f’(x):_ix? Por tanto, f(z) =0 <= x=0.

4 —x
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» f/(x) >0sixz <0y f'(x) <0siz>0.Lo que nos dice que en x = 0 la funcién
alcanza su maximo valor f(0) = 2.

—4
n f(2) = w, por lo cual ella es siempre negativa y la curva es concava.

= Su gréfico es la parte superior de una semicircunferencia con centro en el origen
y radio dos, lo cual lo sabemos de la geometria analitica.

Y

Figura 4.18: Gréfico de v4 — z2

1
2. Analizar el comportamiento de f(z) = T
-
Solucién:

Observando que esta funcién corresponde al inverso multiplicativo de la anterior
podemos utilizar lo ya estudiado para hacer mas rapido el analisis.

= D(f) =[-2,2].
= La curva tiene dos asintotas verticalesx =2y x = —2 pues lim —— =
z—£2 /4 — 22
El punto de maximo de la funcién anterior es en este caso un minimo que toma
1
el valor f(0) = 3

3. Analizar el comportamiento de la funcién parcialmente estudiada en los ejercicios de
la seccién 4.3:

Solucién:

= Como el denominador no se anula para ningin z, el dominio de f es R.



362 CAPITULO 4. LA DERIVADA Y SUS APLICACIONES

Y

1
Figura 4.19: Grafico de ——
4—z

flx)=0 <= z=0.

Por tanto, en x = 0 el grafico corta al eje X.

fl) >0 <= z>0.

Por tanto f es positiva para valores positivos de = y es negativa para valores
negativos de x. Por tanto, el grafico se ubica en el primer y tercer cuadrante.

Los puntos criticos fueron calculados en el ejercicio de la seccién 4.3 y tenemos
que:
fl(x) =0 < z=41.

Como f’ es continua, para conocer su signo basta calcular su valor en un punto
de cada intervalo : (—oo, —1),(—1,1), (1,4+00).Tenemos que: f'(—2) = f/(2) <
0, f/(0)=1>0.

NN

+00

Figura 4.20: Crecimiento de la curva

= En (—1,—%) la funcién tiene un minimo. En (1, £) la funcién tiene un maximo.
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fl(2)=0 < z=+V3 6 z=0.

» Nuevamente usando la continuidad de f” para conocer su signo, basta calcular
su valor en un punto de cada intervalo: (—oo, —v/3), (—v/3,0), (0,v/3), (v/3, 00):
f"(=2) <0, f"(-1) >0, f'(1) <0, f"(2) > 0.

—00 +0oo

5 0 3
Figura 4.21: Concavidad de la curva

= Por no haber indeterminaciones en el denominador no hay asintotas verticales.

T
lim —— =0. lim = 0. Por tanto, la recta y = 0 es una asintota
200 T2 +1 T——00 T2 +1
horizontal.
Y T
YT

Figura 4.22: Grafico de f(z) = 77
T

4. Analizar el comportamiento de f(z) = .
nalizar el comportamiento de f(r) = —"—

Solucién:

= Dominio de f =R.

s La funcidn tiene un cero en z = 0.
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f es siempre positiva.

Tiene un minimo en (0,0).

Sus puntos de inflexién son : (—¥2,1) (X3 1),

394/ \"31%
] h'rin f(x) =1, por tanto, la recta y = 1 es una asintota horizontal de f.
T— OO
= Su grafico es: Yy

x
Fi 4.23: Gréafico d =
igura rafico de f(x) o]
5. Analice el comportamiento de la funcién
1
@)= a1
Determinando:
a) El dominio de f.
b) Las asintotas verticales .
¢) Los ceros y el signo de f.
d) El crecimiento de f y sus maximos y minimos.
e) Las asintotas horizontales .
f) La concavidad y puntos de inflexién de f.
Solucién:
1 1

f(x)

T 2420 -15 (x —3)(z+5)
a) Dominio de f =R — {3, -5}
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b) Para analizar la existencia de asintotas verticales se debe calcular :

lim f(z), 1f1§1+f(l‘), lim f(z) y lim f(z).

r—3~ T——5~" r——5+

En efecto:
1 1 1 1
Ii =Ilm ————— = (2] lflm —— = = (—x) = —o0.
S fz) =l o e <8>mf§l(m—3) g(o0) =~

Haciendo calculos similares se obtiene que:

lim f(z) = +o0

r—31

lim f(z) = +o0

r——5"
lim T) = —00
lim f(@)
Por lo tanto, las rectas * = —5 y x = 3 son asintotas verticales.

¢) El signo de f depende del signo del denominador (z 4 5)(z — 3).

Por lo tanto,

1) f es positiva en | — oo, —5|.

2) f es negativa en | — 5, 3[.

3) [ es positiva en |3, 00)].

4) f no tiene ceros, pues el numerador no se anula por ser constante.

, —2(z+1)
) F(@) = a2 — 15
Por ser el denominador positivo, el signo de f’ es igual al signo del numerador.
) >0+ 2x+1)>0<=2+1<0<=x < —1.
) <0<=2z>-1
f(@)
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+ + - -~

Considerando el signo de f’ y los puntos que no pertenecen al dominio de la
funcién , se tiene que :

1) f es creciente en | — oo, —5].

2) f es creciente en | — 5, —1].

3) f es decreciente en | — 1, 3.

4) f es decreciente en |3, +ool.

Como f/(—=1) =0 <= 2 = —1 ; en x = —1 la funcién puede alcanzar un

méximo o un minimo. Aplicando el criterio de la primera derivada, se tiene que
1

en x = —1, f alcanza un maximo local y este es f(—1) = BT

La funcién no tiene otros maximos, ni minimos.
e) Para estudiar la existencia de asintotas
horizontales, se debe calcular 1lim f(x) y lim f(x).
r——0Q0 T— 00

; ; 1 _
A flz) = Hm 515y
2?2 (14=-—

x x
lim f(z) = I ! =0
2255, 1) = g, 2 15\

22 (14+=-—

x x

Por lo tanto, y = 0 es una asintota horizontal del grafico de f.

f) La concavidad puede deducirse del crecimiento de f y los limites calculados
anteriormente.

1) f es convexa en | — 0o, —5].
2) f es concava en | — 5, 3.
3) f es convexa en |3, 00].

Alternativamente, puede usarse el signo de la segunda derivada.

F(z) = 2(322 + 6z + 19)
(22 + 22 — 15)3

El numerador no tiene raices reales y el denominador tiene potencia impar, por
lo tanto el signo de f” es igual al signo de f. Asi, se tiene que:
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1) f” es positiva en | — oo, —5|[.

2) f" es negativa en | — 5, 3.

3) f” es positiva en |3, 00].
Como los cambios de signo de f” se producen en los puntos no pertenecientes
al dominio de la funcién , se concluye que f no tiene puntos de inflexién.

1
Figura 2.4.7 : Gréﬁco de f(l') = m
T Tr —
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3
6. Analizar el comportamiento y bosquejar el grafico de: f(z) = 23;72
x?—r—
Solucion:
C i
= Como f(z) = —+——, D(f) =R —{—1,2}.
f@) = gy P =R~ (-1.2)
» f(z)=0 <= z=0.
= Como el numerador cambia de signo en x = 0 y el denominador en z = —1 y

x =2y f es continua en su dominio , para conocer el signo de f basta calcular
un valor de f en cada subintervalo determinado por los puntos antes sefialados.
En (—oo,—1) la funcién es negativa , pues f(—2) < 0. En (—1,0) la funcién es
positiva , pues f(—3) > 0. En (0,2) la funcién es negativa , pues f(3) < 0. En
(2,00) la funcién es positiva , pues f(3) > 0.

2?(2? — 22 — 6)

Fo) = e -2y

Por tanto,
fl2)=0 < 22(@®> -2 -6)=0 < 2=06 2=1+V7.

Estos tres valores son los puntos criticos de la funcion.

» De la expresién de f’ vemos que su signo depende del signo de (22 — 2z — 6),
es decir, los cambios de signo pueden producirse en z = 1 4+ /7 ~ 3,65 6 en
r=1-+7~ —1,65.

e En (00,1 —+/7), f' es positiva.
e En (1-+/7,0)U(0,1++/7), f" es negativa.
e En (1++/7,00) , f es positiva.

/iNG S

1-VT  14+V7

+oo

Figura 4.24: Crecimiento de la funcién

g 6x(z? 422+ 4)
s )= G
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» Como 22 + 2z + 4 no tiene raices reales, esta expresién es siempre positiva,
') =0 < z=0.

» f” es negativa en (0o, —1), f” es positiva en (—1,0), f” es negativa en (0, 2),
1" es positiva en (2,00). Entonces (0,0) es el tinico punto de inflexién. En
(1 —+/7,—1,9) la funcién tiene un maximo local y en (1 + 1/7,6,34) tiene un
minimo local.

)

N ——— — - =

(

|
—
O Y i —

—00 +00
Figura 4.25: Concavidad de la funcién
s lim f(x)=-00, lim f(z)=00.
r——0Q T—00

lim f’(z) =1, por tanto, a = 1.
r—0o0

3

mhi)go[f(w) —az] = lim [

—x] = 1. Asi, la recta y = x + 1 es una
Tr— 00

22—z —2
asintota al grafico de f.

.%2

7. Analizar el comportamiento de f(z) = Tag
x J—
Solucioén:

» D(f) = (—00,-2) U(2,00).
» f(x) > 0 paratodo x € D(f). Ademads es una funcién par, por lo cual su grafico

es simétrico con respecto al eje Y.

)= 228
UV

Pero como 0 no pertenece al dominio de la funcién, sélo debemos considerar
z = +2V/2.

s f'(z) > 0en (—2v2,-2) y en (2v2,00) , f'(x) < 0 en (—00,—2v/2) y en
(2.2v2) .

casi fl(2) =0 = (2?2 —8) =0 <= z =0,z = +2V2.
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3

Figura 4.26: Grafico de 2£7
T4 —x—2
422 + 32
o f(x) = W Podemos observar que f” es siempre positiva, por tanto,
1’ —_—

la curva es convexa. Los puntos criticos corresponden a minimos.

2 T

X
Im —— = lim ————
x—too /12 — 4 r—4o0 1
1— —
$2

] = X.
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NN

—0
Figura 4.27: Crecimiento de la funcion
72
lim —— = 00, lo que implica que x = —2 y x = 2 son asintotas verticales.
o pE g o o due e d Y v
z(z? —8)

lm —————=—=1
r— o0 (332 _ 4)3

Jm (f@) —z) = lim <¢% - ”E)

o2 —axV/a?— 4
= lfim — M~
T—00 $2 —4

4 _ 20,2
— lim x* —x*(z® — 4)

T Va4 [1’2 + zva? — 4]

3 42
= lim
Tooo 2 — 4 [1’2 + Va2 — 4]
= 0.

Luego, la recta y = = es una asintota de la curva y por simetria también lo es
Y= —2z.

8. Analizar el comportamiento de la funcién f(x) = 2sen?z — 2senz + 3.

Solucién:

» D(f) = R. Como la funcién es de periodo 27, por tanto basta analizarla en
[0, 27].

» f(r) =0 <= sen’x —2senz + 3 = 0. Pero el polinomio 222 — 2z + 3 no tiene
raices reales , por lo tanto, f(x) no tiene ceros.

» f/(x) =4senzcosz —2cosx = 2cosx(2senx — 1), por tanto, f'(z) =0 <
om

—, T =

6

m
_,:E:

cosx =0 o (2senxz—1) = 0. Entonces f’ se anula para x = 6

T
2
_ 3

y 5



372

CAPITULO 4. LA DERIVADA Y SUS APLICACIONES

5t 3w

= f/ es positiva en (%, g) y en (F’ 7)

VLN

57/6 3m/2 27

OF——m————
3
~F—-———---
(=}
)
~
[\)

Figura 4.29: Crecimiento de la funcion

» f(x) = 4cos®x — 4senz + 2senx = 4 + 2senx — 8sen?x. f” se anula para

1++/33

y 323 grados.

senx = , lo que nos da aproximadamente los angulos de 57, 123, 217

Para conocer el signo de la segunda derivada entre ceros consecutivos basta

e (TN n (T _ //5_77_ //3_77_
calcular.f(G)—3>0,f(2>— 2<0,f(6>—3>0,f< >_

2
5 5t 5
—6 < 0. Asi, podemos concluir que la funcién tiene minimos en (%, 5) y (%, 5)

Méximos en (g, 3)y (3—7T

5 7). Los cuatro angulos que anulan la segunda derivada
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son puntos de inflexién.

|
|
5 KT ;
|

0 /6 /2 57 /6 3r/2 21

Figura 4.30: Gréfico de f(z) = 2sen®z — 2senz + 3

1 + 1
em?’E

9. Analizar el comportamiento de f(z) = T
cos3 =

S 2

Solucién:

» La funcién es de periodo 47, por lo que basta analizarla en [0, 47]. Por esta
razon trabajaremos en el dominio restringido.

» D(f)=[0,4n] — {0, m, 2w, 3, 47 }.

- 3T 3T
sen §+COS 5
f(l‘): 3 T 3T =0,
sen® — cos” —
2 2

por tanto, f(z) =0 <= sen? g + cos® g =0 seng + cos% = 0. Pues

. , . .z 3w x I .
el otro factor no tiene raices reales. Esto implica: 5= y 5 =1 es decir,
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3 7
r=—yzr=—
2 VT
x x
3 sen® = — cos® = T "
o fl(x) = = 295 x2 . Se anula para sen — = cos —, es decir , para
2| sentZ cos*Z 2 2
2 2
T YT
x x
= La derivada es positiva para los x tales que sen 5 > cos 3 lo que implica,
T ey < o7
2 2

N/ ININ N

0 /2 ™  3n/2 27 bw/2 3w /2 Arx

Figura 4.31: Crecimiento de la funcion

15+ 9cosx T T
f(z) = [%] [cosec5 5 + sec” 5] ,
. . .. , 15
el primer factor no se anula, pues si lo hiciera tendriamos cosx = —— lo que

no puede ser. Por tanto debe anularse el segundo factor, lo que sucede cuando

T r ,x 3rm Im .
sen ) = —CO0S —,asl — = y entonces, tenemos como candidatos a puntos

27772 474

3 Tm

2727

» Para determinar el signo de f” basta calcular la f” en algunos puntos estratégi-

5
cos , como ya hemos hecho en otras oportunidades. f” Al —323,778 < 0,

7 13 15
J (f) — 323,778 10, f" <T7T> — 323,778 > 0, f" <T7T> 323,778 < 0,

)
= En (2,4\/5) la funcién tiene un minimo y en (771-,—4\/5) un maximo. Los

de inflexién x =

3 7
puntos (—77, 0), (—Tr,O) son puntos de inflexién.

2 2

10. Dada la funcién f(x) = 2arctan z?, encuentre el recorrido, los intervalos donde es

estrictamente creciente y los intervalos donde es convexa.
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1
Y cos3(z/2)
[
|
[
[
|
|
|
|
|
[
|
|
[
|
I x
0 157 /2
!
[
|
[
[
[
|
[
[
[
. [ 1 1
Figura 4.32: Grafico de f(z) = — + =
sen® = cos3 =
2
Solucion
. ) T . )
= Como arctan x tiene como recorrido ]—5, 5 { y es positiva cuando x > 0,

tenemos que 0 < f(z) < 2- g Luego: R(f) = [0,7].

1 4
. Asf, f'(z) =0 2=0.

u / :2—2': .

Como 14 z* > 0, para todo z, el signo de f’ es el signo de z. Es decir:
f'<0en]—o00,0[
f'>0en]0,+ool.

Por lo tanto,
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—00 0 +00

f es creciente en ]0,4+o00[ y decreciente en | — oo, 0[.

s f es convexa < f7 > 0.

4—122%  4(1 —32%)

(I+a1)? (14242

Como el denominador es positivo para todo x, tenemos:

ff'>0e1-32">0e1-32"=(1-V32H)(1+V32%) >0,

I

pero: (14 v/322) > 0 para todo z, luego basta analizar:

1
1—\/§:c2>0<:>(1—{‘/§a:)(1+\‘7§m)>04:>me]—4—3,

Sl-
w

Lueofesconeasize] —1 —1[
vex g - , .
; FEE
11. Sea

f(z) = arctan

a) Determine dominio, ceros y signo de la funcién.

b) Analice la existencia de asintotas horizontales y verticales. Escriba las respec-
tivas ecuaciones cuando estas existen.

¢) Estudie el crecimiento de f y la existencia de puntos de méximo y minimo.
d) Analice la curvatura de f y la existencia de puntos de inflexién.

e) Determine el recorrido de f y bosqueje su grafico.
Solucion:

a) = Dominio: como la arcotangente tiene por dominio R, f(x) estd definida
excepto para x = 2.

D(f) =R —{2}.



4.5. APLICACIONES II: GRAFICOS DE FUNCIONES 377

s Ceros:

J— t — — .

Por lo tanto, la funcién no tiene ceros.
= Signo de la funcidén: Una propiedad de la funcién arco-tangente es,

sig arctan x = sig z.

Por lo tanto,

f(x) > 0 <= arctan

1 1
> (0 < >0z > 2.
r—2 x—2

flz) <0<= 2z <2
b) Existencia de asintotas horizontales : De la continuidad de la funcién
arcotangente en el cero, se tiene:
» lim f(z)=0.
T——+00
» lim f(z)=0.
r——0Q
Por lo tanto, la recta y = 0 es asintota horizontal del grafico de f. Existencia

ra . /. 7T Z.
de asintotas verticales : Usando que lim arctanu = —y lim arctanu =
u——+00 2" u——o0

T %
——, tenemos:
2
T
s lim f(x) = ——.
im f(x) 5

= lim f(:c):g.

r—2+
Por lo tanto,como ambos limites son finitos, f no tiene asintotas verticales.

¢) Crecimiento de f:

) = 1 a1
f() 1+<ﬁ>2 da:<a:—2>
(x —2)2 -1 -1

@-22+1 (@-22 (z-2°+1°

0.

f es decreciente para todo x € D(f).
Como f’ no cambia de signo, la funcién no tiene maximos ni minimos.

d) Curvatura de f :

w_ d —1 . 2(x —2)
fle) ‘%<<x—2>2+1>‘[(m—2>2+112‘

De la expresién de f” se deduce que
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» f es céncava en | — oo, 2[.
» f es convexa en |2, +00].
La funcién no tiene puntos de inflexion.

e) Recorrido de f:Del andlisis anterior, se deduce que el recorrido es |—m /2, 0[U]0, 7/2].
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Ejercicios Propuestos
quejar sus graficos.

Analizar el comportamiento de las siguientes funciones y bos-

1. f(z) =423 - 522 +2 - 8.

2

3

3

2 f@)=1+o+5+5
.’E3 (L’5
l‘g ZL’5

4, —r— 4+
2 4

7. f(z) = 41_962.
5. (o) = !
9. f(z)=x 116
10. f(z) = ;i

11. f(x) =x +senx.

_ senx
- 1+tan?z’

12. f(z)

1+senx
13. fle) = V1—senz’

14. f(x) = arctan \/z.
15. f(x) = arctan .
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4.6. Aplicaciones III: Analisis de curvas en el plano

Las curvas planas més simples son aquellas cuyas ecuaciones contienen a las variables
x e y en primer y segundo grado. Ellas pueden ser analizadas usando geometria analitica
. Por esta razén hacemos una presentacién de sus elementos béasicos. En particular, si
estudiante ya conoce esta materia puede omitir esta subseccion.

4.6.1. Elementos de Geometria Analitica

Los dos conceptos fundamentales de la geometria analitica corresponden a la idea de
Descartes de crear un método que pudiera aplicarse a la resolucién de todos los problemas
de la geometria. Ellos son:

= Fl concepto de coordenada de un punto, lo que permite, como ya hemos visto en
la subseccién 2.3.2, representar en forma de curva plana cualquier ecuacién algebraica
con dos incognitas.

= Kl concepto de variable introducido en la expresién de una ecuacion algebraica con
dos incégnitas del tipo F(z,y) = 0, lo que permite mirar una ecuacién algebraica
bajo otra perspectiva. Pues, si cada solucién (z,y) de la ecuacién se ve como un
punto del plano, entonces el conjunto

{(z,y) : F(z,y) =0}
puede ser representado como una curva en el plano.

Asi, se obtiene la ventaja de poder aplicar métodos algebraicos a la resolucién de problemas
geométricos y viceversa.

Recordemos que en el siglo XVII, la geometria estaba en el mismo estado que la habian de-
jado los griegos de la Antiguedad, en cambio el dlgebra habia sido desarrollada fuertemente
por los drabes en la Edad Media e italianos en el siglo XVI, principalmente.

La determinacién de un punto en el plano fue descrita en la subseccién 2.3.2. Haciendo
uso del sistema de coordenadas cartesianas estableceremos algunos resultados elementales
de la geometria analitica.

Distancia entre dos puntos Sean P;, P, dos puntos del plano, con cordenadas (x1,y1),
(x2,y2) respectivamente. El tridngulo Py Q P» es rectangulo en @, por teorema de Pitagoras,
tenemos que:

2 2 2
PP =PQ +QP

si llamamos d a la distancia entre P; y P», tenemos que

d=/(zs — 21)2 + (y2 — y1)?
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Y

Y2

Al

Figura 4.33: Distancia entre dos puntos

Coordenadas de un punto que divide a un segmento segiin una razén dada
Dados los puntos P; y P>, queremos encontrar las coordenadas del punto P que divide el
segmento P} P, en la razén m : n.

Sean Py = (z1,y1); P2 = (22,%2) , P = (2,y) ,; @ = (z,11) y R = (z2,y).

Y
Yo rrrrre P,
P 2
Yproorrmreeee 'R
Py
Yrp----- : . Q
O T r T2 X

Figura 4.34: Razén Dada

T— m
Los tridngulos PLQP y PRP, son semejantes, por tanto 1=

To — X n
de donde

g = Lt mTy (4.23)
m+n
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por otro lado

Yy—mu m
Y2 —y n

de donde ny1 + my
1 2
== 4.24
Y m-+n ( )
Como un caso particular tenemos las coordenadas del punto medio de un trazo. To-
mando m = n = 1 en las ecuaciones (4.23) y (4.24), obtenemos las coordenadas del punto

medio del trazo P Py :

itz Y1ty
2 Y 2

Determinacién de los puntos de interseccion de dos curvas Como cada curva
corresponde a una ecuacién algebraica, tener dos curvas equivale a tener dos ecuaciones
del tipo F(z,y) = 0, G(z,y) = 0. Como los puntos de interseccién de las curvas deben
satisfacer ambas ecuaciones, las coordenadas de tales puntos se encuentran resolviendo el
sistema algebraico compuesto por las dos ecuaciones.

Curvas representadas por ecuaciones de primer grado

Teorema 4.6.1 Toda recta queda determinada por una ecuacion de la forma Ax 4+ By +
C =0, con A, B, C son constantes. Reciprocamente, toda ecuacién de primer grado
Ax + By 4+ C = 0 representa una recta.

Demostraciéon: Supongamos primero que la recta pasa por el origen del sistema.
Por semejanza de tridngulos se tiene, para todo punto P; de la recta, la siguiente relacién:

PNy P,M;  PsMs

OM; OM, OMs

A esta constante de proporcionalidad la podemos llamar a, ademés los numeradores de
la relacién son las respectivas coordenadas y de los puntos, y los denominadores son las
coordenadas x. Por tanto, tenemos una ecuacién de la forma

Yy =ax con a = constante.

Ahora supongamos que la recta no pasa por el origen.

Aplicando el mismo razonamiento a L con los ejes XY, obtenemos que vy = az, donde
Yy =y—b.

Entonces, la ecuacién que satisfacen las coordenadas de los puntos de la recta es:

y=ax+b cona,b constantes.
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Y
Py
Ngproreeee P .
Nojrorrorme .
P :
Ny | I ;
M4 : .
: @ M,y My Ms X
Py
A Ny
Figura 4.35: Recta que pasa por el origen
Figura 4.36: Recta que no pasa por el origen
Ahora demostraremos la afirmacion reciproca.
Sea la ecuacion Az + By +C =0
Si B = 0 entonces = = —%, es decir x = K, con K constante, lo que representa una recta
paralela al eje Y.
Si B # 0, se tiene y = — ?w — %; como A, B,C son constantes, la ecuaciéon queda como
c

y=oar+b dondea=—-5yb=—

B son constantes.
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Y

Figura 4.37: Recta

. ST Y
Si b = 0 entonces y = azx, lo que implica que = = a.
x
Es decir, son los puntos cuyas coordenadas estan en una razon constante, lo que - segin

lo visto anteriormente -, es una recta que pasa por el origen. Del mismo modo, si b # 0 se
puede ver que la ecuacién y = ax + b es una recta que corta el eje Y en (0,b). ([

Definicién 4.6.2 (i) Llamaremos pendiente o inclinacién de una recta L, a la
tangente del angulo a formado entre el semieje positivo de las x y la recta medido
en la forma convencional en el sentido contrario al movimiento de los punteros del
reloj.

(ii) Llamaremos angulo formado por dos rectas L, L’ al angulo ¢ € [0, 7] formado
por la diferencia de los respectivos dngulos o y o .

La definicién (4.6.2) nos dice que ¢ = o/ — « y usando las férmulas trigonométricas de
la seccién 2.3, tenemos:

tan o/ — tan o

tan ¢ = tan(a/ — @) = (4.25)

1+ tan o/ tan «
Si denotamos por m y m’ las respectivas pendientes de las rectas L y L', entonces tan ¢ =
m —m . )
————. Si en particular las rectas son paralelas tenemos que,
14+m'm

L|L < ¢=0 < m'=m (4.26)

L1 gb:g < cotangp =0 <= m'm= -1 (4.27)
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Y L

Figura 4.38: Angulo formado por dos rectas

La geometria de Euclides nos ha ensenado que dados dos puntos existe una tnica recta
que pasa por dichos puntos. ;Cudl es la ecuacion de esta recta ?

Sean P; = (x1,y1), P» = (x2,y2) dos puntos del plano.

Figura 4.39: Recta que pasa por dos puntos
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La recta que pasa por P; y por P, tiene pendiente:

m=2L2_N (4.28)
Iz — T
La recta de ecuacion y = ax+0b tiene pendiente a, como puede verse en la demostracién
del teorema (4.6.1). Para encontrar b reemplazamos en la ecuacién de la recta el valor de m
dado por (4.28) y las coordenadas x e y por las de uno de los dos puntos dados. Haciendo
los calculos algebraicos, obtenemos finalmente que la ecuacién de una recta que pasa por
P1 y P2 es:

Y2 — Y1
_ o 4.29
y="— -+ (4.29)

Curvas representadas por ecuaciones de segundo grado

Recordemos el concepto de lugar geométrico como el conjunto de puntos del plano
que satisfacen una cierta propiedad geométrica. Esta propiedad geométrica, gracias al
sistema de coordenadas, puede ser expresada por una ecuacién algebraica satisfecha por
las coordenadas de los puntos.

Definicion 4.6.3 La circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos P cuya
distancia a un punto fijo C' es constante.

Ecuacién de una circunferencia:
Sea P un punto de la circunferencia, entonces

PC=r , r = constante.

Si P tiene coordenadas (x,y) y C tiene coordenadas (a,b), usando la férmula de la dis-
tancia, se obtiene la ecuacién:

(x —a)® + (y — b)* =r? (4.30)
que caracteriza la circunferencia de centro (a,b) y radio r.

Ejemplo 4.6.4 Encontrar la ecuacién de una circunferencia de radio dado y tangente al
eje Y en el origen. Solucién:

Segtin la ecuacién (4.30), si (0,0) pertenece a la circunferencia pedida, entonces a® +
b2 = r2. Si el eje Y es tangente a la circunferencia entonces, el radio es L al eje Y y el
centro estd sobre el eje X. Por tanto, la coordenada b del centro vale 0.

Para obtener el valor de la coordenada a usamos el hecho que la distancia entre el
centro y el origen es r, lo que implica que a = r. Asi,

2

(yc—r)2+y2:r — 2+ —2rz =0
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2 +y? =r? 22 +y? =2rx 22+ 9% =azx + by

Figura 4.40: Circunferencias

Definicion 4.6.5 La elipse es el lugar geométrico de todos los puntos del plano cuya suma
de sus distancias a dos puntos fijos F7, Iy es constante con una constante mayor que el
trazo F1F5.

Ecuacion de una elipse

Para obtener la ecuacidon que satisfacen las coordenadas de los puntos de una elipse,
supongamos que la constante sea 2a y que los ejes coordenados estdan ubicados como en la
figura 2.6.9.

Sean x e y las coordenadas de un punto P cualquiera de la elipse; y supongamos que
Fy = (—¢,0) y Fy = (c,0):

PF, + PF = 2a (4.31)
PR =12+ (2 +c)? (4.32)
PR =12+ (z—c)? (4.33)

Eliminando PF} y PF, de las ecuaciones (4.31), (4.32) y (4.33), obtendremos una relacién
entre las variables x e y.
Restando las ecuaciones (4.32) y (4.33):

PF,° —PF° = dcx
(PFy + PE;)(PFy — PF)
2(1(PF1 — PF2) = dcx

dex
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Figura 4.41: Elipse

{ PF, +PF, = 2a

Asi tenemos: PF,_PF — 2cx
a
lo que nos da los valores de PFy, PFy:
PR=a+2 | Ph=a-=
a a

reemplazando estos valores en (4.32) o en (4.33), nos da la ecuacién:

CT
(a+—)" = 4@+
a2y2+(a2 —62)£U2 — (12((12 —62)

Por la definicién de la elipse 2a > 2¢, es decir, a > ¢, a®> — ¢? > 0 y puede ser representado
por un cuadrado b%, lo que nos da: a?y® + b?z? = a?b?, de donde tenemos la ecuacién
cartesiana de la elipse:

S+ =1 (4.34)
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Para la elipse de ecuacién dada en (4.34) se tiene que:
(i) El origen (0,0) corresponde al centro de la elipse.

(ii) Siy = 0 entonces x = +a y si x = 0 se tiene y = +b. Estos valores determinan
los puntos A y A’, B y B’ donde la curva corta a los ejes y a su vez representan
los valores extremos que pueden tomar ambas variables, por tanto A, A", By B’ se
llaman vértices de la elipse.

(iii) Las distancias a y b del origen a los vértices se llaman longitudes de los semiejes
de la curva. Los ejes enteros tienen longitudes 2a y 2b.

(iv) Sila elipse no es un circulo, entonces a # b. Si a > b, entonces el trazo AA’ es el eje
mayor y BB’ es el eje menor.

(v) Los focos F, F» de la elipse situados sobre el eje mayor tienen coordenadas (—c, 0),
(¢,0), con ¢ = va? — b?. La distancia Fy F, se llama distancia focal.

Ejemplo 4.6.6 la ecuacion

2

4

representa una elipse con centro en el origen. Escribiendo la ecuacién en la forma

2
4
=1
+2

1’2 y2

NN

podemos deducir que la longitud del semieje mayor es a = 2 y que la longitud del semieje
menor es b = /2.

Los vértices de la elipse son: A = (2,0), A’ = (-2,0), B = (0,v2), B’ = (0,—/2).
Para encontrar las coordenadas de los focos debemos calcular el valor de ¢. ¢? = a? — b?
implica que ¢ = v/2 y por tanto los focos tienen coordenadas: I} = (v/2,0), Fy(—+/2,0).

La ecuaciéon

.%'2

2
representa una elipse del mismo tipo anterior, pero con su eje mayor sobre el eje Y, donde
ademds estan sus focos con coordenadas F; = (0,v/2, F» = (0, —/2).

2
Y
AN
+4

Definicion 4.6.7 La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano tal que la
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos F;, F5 es una constante menor que FjF.
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Y
Y (0,2)
(0,v2)
(0,0)[O (2,0) X 0,0)[ O (v2,0) X

Figura 4.42: Elipses

Ecuacion de una hipérbola
Se procede en forma andloga al caso de una elipse:

PFl—PFQZQG,
PE =%+ (x + )’
PF22:y2+(:U—c)2.

2

Observando que a < ¢, entonces a? — ¢ < 0 y lo reemplazamos por —b? llegdndose a la

ecuacion:

r ¥V (4.35)
Para la hipérbola de ecuacién dada en (4.35) se tiene:

(i) El origen (0,0) corresponde al centro de la hipérbola.
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(i)

(iii)
(iii)

(iv)

Figura 4.43: Hipérbola

Si y = 0 entonces = =+a, pero cuando = 0 tenemos que y?> = —b%. Por tanto
la curva intersecta al eje x en los puntos (—a,0) y (a,0), pero no hay interseccién
con el eje Y. Por tal razén se llama al primero eje transversal y tiene longitud 2a,
el segundo suele llamarse eje conjugado o eje imaginario . Los puntos (—a,0),
(a,0) se llaman vértices de la hipérbola .

Los focos de la hipérbola son los puntos (—c,0), (c,0).
Como
b
Y= ia 22 —a? (4.36)

se deduce que ningtin punto de la curva puede tener abscisa menor, en valor absoluto,
que a, ademas cuando z crece de a a oo o decrece de —a a —oo, el valor absoluto de
y crece infinitamente, es decir, sin acotamiento. Asi la curva tiene dos arcos infinitos.

.« 1 . ., 2 .
La ecuacién (4.35) puede escribirse también como y = :t%:m/ 1 — %. Del estudio
. o1 a?
hecho en la seccién 2.2 de la funcién —, sabemos que cuando |z| crece, entonces —
x x
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disminuye. Por tanto, cuando |z| crece, el |y| se acerca al valor :l:gx. Por esta razén

b
las rectas y = £—x se llaman asintotas de la hipérbola.
a

Observemos que las asintotas contienen a las diagonales del rectangulo central de
lados 2a y 2b. Ademas, si vemos la diferencia entre la hipérbola y sus asintotas
tenemos:

2
T+ Va2 —

nuevamente aqui podemos apreciar que cuando |z| crece, la expresion (4.37) se hace
cada vez mas pequena.

]Z\/xz—aQ——x\ ]a:—\/ —aQ\—

———| (4.37)

Las hipérbolas
22 22 2
2 7w Y Ew

se llaman hipérbolas conjugadas . Si a = b, la hipérbola se llama equilatera.

=—-1

Figura 4.44: Hipérbolas Conjugadas
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Ejemplo 4.6.8 La ecuacion
2 2

2 v
4 2
representa una hipérbola con centro en el origen y eje transversal sobre el eje X. Sus
vértices son los puntos (2,0) y (—2,0).
Para conocer las coordenadas de sus focos debemos calcular el valor de ¢. Como ¢
a?+b? tenemos que ¢ = v/6 y por tanto Fy = (v/6,0) y F» = (—+/6,0). Sus rectas asintotas

V2

son: y = x—=x.

2:

La hipérbola conjugada tiene ecuaciéon

2 2
— =] = =1
4 2 2 4

que tiene su eje transversal sobre el eje Y y sus focos tienen coordenadas Fy = (0,v/6) y

2
Fy = (0,—+/6). Sus rectas asintotas son: x = igy.

Definicion 4.6.9 La parabola es el lugar geométrico de los puntos del plano que estan a
igual distancia de una recta fija L, y de un punto fijo F'

Ecuacion de la parabola
Ubicando los ejes coordenados como en la figura 2. 4.13, consideremos un punto cualquiera

P(x,y) de la parabola, llamemos p = AF, entonces F tiene coordenadas <§, O). En virtud

de la definicién de parabola tenemos:

—9 . Z_) 2
Pe = <$+2)
Fﬁ::f+@_§2

por definicién de la pardabola PQ = PF, de donde obtenemos

p p
(w+§)2:y2~|—(x—§)2

que reducida es:
y? = 2px (4.38)

Para la pardbola de ecuacién (4.38) tenemos que:
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Figura 4.45: Parabola

El punto O = (0,0) se llama vértice , el punto F' = (g,()), con p > 0, se llama

foco de la parabola y la recta z = —g se llama directriz.

Ejemplo 4.6.10 (i) La ecuacién

y2 =13z
, . , . . 13
representa una pardbola que tiene su vértice en el origen (0,0), su foco en (57,0)
y su directriz es la recta x = —%. Su gréfico es simétrico con respecto al semieje

positivo de las x.

La ecuacion
y2 =—13x

representa una parabola que tiene su vértice en el origen (0,0), su foco en (—%, 0)
y su directriz es la recta © = %. Su grafico es simétrico con respecto al semieje
negativo de las .
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iy
.

Figura 4.46: 4% = 13x

N
-

Figura 4.47: y?> = —13z

(iii) La ecuacion

z? =13y
representa una parabola con vértice en el origen, foco en (0, 14—3) y directriz y = —14—3.
Su grafico es simétrico con respecto al semieje positivo de las y.
(iv) La ecuacién
2 =13y
representa una parabola con vértice en el origen, foco en (0, —%) y directriz y = 14—5.

Su grafico es simétrico con respecto al semieje negativo de las y.
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Y
X
Figura 4.48: 22 = 13y
Y
X
Figura 4.49: 22 = —13y
Comentarios

(i) la circunferencia es un caso particular de la elipse, tomando a = b.

(ii) La elipse, la pardbola y la hipérbola se llaman cénicas pues se obtienen de la inter-
seccion de un plano con uno o dos conos.

(iii) Las secciones cénicas fueron estudiadas por Apolonio (260 - 200 a.C.). Su estudio
fue geométrico y muy completo, tanto que fue usado por Kepler (1571-1630), unos
dos mil anos después, en el establecimiento de sus famosas leyes.

(iv) Aparte de las drbitas de los planetas, las elipses se aplican a ciertos problemas
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técnicos como la elipse de inercia utilizada en resistencia de materiales.

(v) Fue Galileo ( 1564-1642), quien establecié que una piedra lanzada al aire describe
una parabola, lo cual fue aplicado al estudio de la trayectoria que sigue una bala
disparada por un canoén. La propiedad de la tangente a una parabola fue usada
en la construcciéon de los telescopios reflectantes, como el inventado por Newton
(1642-1727). Esto también se usa para los grandes proyectores de seguimiento.

Directrices y excentricidad

Toda curva de segundo grado puede ser considerada como el lugar geométrico de los puntos
cuya distancia a un punto fijo y a una recta fija estan en una relacién constante. El punto
recibe el nombre de foco y la recta fija se llama directriz , la relacién constante se llama
excentricidad (e). En el caso que haya dos focos, a cada uno le corresponde una directriz.

Si e < 1 se tiene una elipse, si ¢ > 1 es una hipérbola, en el caso que e = 1 se trata de una
parabola.

a? a?

» En la elipse, las directrices son: © = — que corresponde al foco (¢,0) y x = ——
c

que corresponde al foco (—¢,0).

Por otro lado, la excentricidad es e = ¢, como ¢ < a, entonces e < 1 y se puede

ver que los puntos de la elipse estan mé&s cerca de cada foco que de la directriz
correspondiente.

» En la circunferencia los ejes son iguales, la excentricidad es nula, los focos se
confunden con el centro y las directrices estan a una distancia infinita.

. . . 2 .
» Las directrices de la hipérbola son las rectas: x = % correspondiente al foco (c,0)
a2 3
y © = —% correspondiente al foco (—c,0).
2
. . a . . . .
Como ¢ > a, la distancia — es menor que a, las dos directrices estan situadas entre

c
los vértices (a,0) y (—a,0).

. . & .
Su excentricidad es e = —. Como ¢ > a se tiene e > 1, entonces los puntos de la

a
curva estan maés cerca de la directriz que del foco. Es la situacién inversa a la de la
elipse.

= En la pardbola la directriz tiene ecuacién x = —% y por su misma definicién los
puntos de la curva estan a igual distancia de la directriz que del foco, y por tanto
e=1.
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Las ecuaciones que hemos deducido de las secciones conicas se llaman, por su simplicidad,
formas candnicas.
En general tenemos el siguiente cuadro de formas candnicas de segundo grado, donde a, b
y p son constantes distintas de cero:
Cuadro 1
1. & 4+ % —1=0: Elipse.
2. & + ¥ 4+ 1=0: Elipse imaginaria.

2 . .
3. gg + %g = 0 : Punto. Par de rectas imaginarias que se cortan en un punto real.

4. % — ¥ _1=0: Hipérbola,
5 i—; — Zé—j = 0 : Par de rectas que se cortan.
6. y> — 2px = 0 : Parabola.

7. 22 —a® =0 : Par de rectas paralelas.
8. 22 +y?> = 0 : Par de rectas paralelas imaginarias.

9. 22 =0 : Par de rectas coincidentes.

Hasta aqui hemos visto que las secciones cénicas estan representadas por ecuaciones de
segundo grado bastante simples, cuya simplicidad en parte se debe a la eleccion del sistema
de coordenadas. Pero no siempre encontraremos las curvas ubicadas de manera tan ideal.
Una primera generalizacién de estas ecuaciones se tiene cuando el centro de la curva no
coincide con el origen.

Traslaciéon de los ejes de coordenadas

Sea XY un sistema de coordenadas rectangulares y X'Y” el sistema obtenido por traslacién
paralela de los ejes iniciales.

El nuevo origen O’ tiene coordenadas (h,k) con respecto al sistema original. Sea P un
punto del plano con coordenadas (z,y) y (2/,%'), queremos establecer una relacién entre
las coordenadas. Es facil deducir de la figura que:
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v 1 y:
(0, k)
----------------- ®----- I i
O/:(h,k’) Xl
o
01(0,0) :(h,0) X

Figura 4.50: Traslacién de ejes

de donde se tiene:
r=a+h
y=y +k
= Siempre es posible encontrar una traslacion de los ejes de modo que toda recta pase
por el nuevo origen del sistema. Si la recta tiene ecuacién y = azx + b, la podemos

escribir como y — b = ax. Esto sugiere la idea de elegir el nuevo origen en O’ = (0,b)
y su ecuacién en el nuevo sistema es:
/ /
Yy = ax
que corresponde a una recta que pasa por el origen.

» | Si tenemos una circunferencia con ecuacién (x — a)? + (y — b)? = r2. Eligiendo el
nuevo origen en el punto O" = (a,b), la ecuacién en el nuevo sistema es:

(@) + ()? =2

que representa una circunferencia centrada en el origen O’.
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» Usando una traslacién de ejes podemos reescribir el cuadro de las nueve formas

candnicas, encontrando ecuaciones en que aparecen ahora las variables en primer
grado, por ejemplo, la ecuacién

(=1 kP
a? b2
representa una elipse con centro en (h,k), pero en general la encontraremos en la
forma b%x? — 2b%hx + b2h? + a®y? — 2a%ky + a?k? — a?b? = 0 y mediante opera-
ciones algebraicas, completacion de cuadrados, se puede llegar a la forma candnica
trasladada.

—1=0

Ejemplo

1. La ecuacién 22 +2v/2z +1y% — 2y — 1 = 0 representa un circulo con centro en el punto

(—\/5, 1) y radio r = 2. Pues al completar los cuadrados en x y en y, nos queda:
(22 +2V20 +2) + (12 -2y + 1) =1+2+1,

es decir,
(z+V2)?2+(y—1)72=4.

La ecuacién 16x2 — 96x + 9y> + 90y + 225 = 0 representa una elipse. En efecto, la
ecuacion puede transformarse de la siguiente manera:

16(z* — 6x) + 9(y* +10y) +225 = 0

16(z% — 62 +9) + 9(y> + 10y + 25) + 225 = 144 + 225
16(x —3)* +9(y +5)? = 144
_a9\2 2
(@—3)" W+5" _
9 16

Por tanto la ecuacién representa una elipse con centro en el punto (3,—5). Como
a = 3y b= 4, su eje mayor, donde se encuentran sus focos, es paralelo al eje
Y. ¢ = b — a® implica que ¢ = /7, por tanto las coordenadas de los focos son:

(3, =5+ V7),(3,—5 — V7).

Con célculos similares puede demostrarse que la ecuacién 3z2—16y? —6x+64y—13 =
0 representa la hipérbola
(-1 (y—2?* _

— =1.
16 3
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4. La ecuacién 322 — 6z +2 —y = 0 representa una parabola. Completando el cuadrado

en x nos queda:

3(z? =2z +1) +2 y+3
3(x —1)? y+1
3(x/)2 y/
Considerando la traslaciéon: ' = z — 1y ¢ = y + 1, por lo cual el vértice de la

parabola estd en el punto (1,—1) y se abre hacia arriba.

Rotacién de los ejes coordenados

Una rotacién de los ejes consiste en girar los ejes X e Y en sentido contrario a los
punteros del reloj en un dngulo ¢ manteniendo fijo el origen. El siguiente teorema nos dice
cémo se relacionan las coordenadas de un mismo punto antes y después de la rotacién.

Teorema 4.6.11 Las ecuaciones que describen una rotacién de ejes son:

(R)

o equivalentemente,

(R')

Demostracion:
De la figura 4.51 tenemos que:

' = xcosd+ysenod
y = —xsen¢+ ycoso

r = 2'cos¢—1y'seng
y = xa'sen¢+y cosg

x=0A=0OPcos(¢+ )

y= AP = OPsen (¢ + «)

como

sen (¢ +a) = sen¢cosa+ cospsen

cos(p+a) = cos¢cosa — senpsen

Asi,

x = OP(cos ¢ cos a — sen ¢ sen o) (%)
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1o

Figura 4.51: Rotacién de ejes

y = OP(sen ¢ cos o + cos ¢ sen ) (%)

/ :E/

Del triangulo OBP podemos deducir que sen @« = =—; y cos « = —. Es decir,
OP OP

v = OPsena
¥ = OPcosa } (x5 %)
reemplazando (x % *) en (%) y (*x) se obtiene la ecuacién (R). O

Para conocer la ecuacién de una curva F'(z,y) = 0 después de una rotacion de los ejes en
un angulo ¢, debemos reemplazar x e y por las expresiones respectivas de (R) obteniendo
una ecuacién de la forma F'(2' cos ¢ — 3’ sen ¢, 2’ sen ¢ + ' cos ¢) = 0.

Observemos que las ecuaciones (R) y (R’) son de primer grado, asi la ecuacién de la
curva en 7',y también es de segundo grado. Ademds usando la férmula del cuadrado del
binomio, es facil deducir que en este caso x,y o 2,4 aparecen en la ecuacién formando
productos mixtos.

0
Ejemplo Si hacemos una rotacién de los ejes en un angulo ¢ = R tenemos que x,y

satisfecen las ecuaciones:
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/ /

1 1
_x —_
NG

Entonces una parabola del tipo y = 422 se transforma en
1 / 1 / 1 / 1 N2
—a =y = 4(—=2 — —=y)?.
V2 V2 Y (\/5 y)

Lo que nos da la ecuacién en 2’ e 3/:

()

4($/)2+4(y/)2_Sx,y/_\/iff/_\/iy/:0

Observe que una rotacién de ejes complica la forma de las ecuaciones.

La ecuacién general de segundo grado

Veremos ahora que mediante rotaciones y traslaciones paralelas de los ejes, toda ecua-
cién de segundo grado puede ser reducida a una de las nueve formas candnicas.

Teorema 4.6.12 La ecuacién:
Az? + Bry+ Cy* + Dz + By + F =0 (4.39)
representa una de las nueve formas canénicas del cuadro 1.

Demostraciéon: Primer paso: Haciendo una rotacion apropiada de ejes podemos hacer
desaparecer el término mixto, es decir, queremos obtener una ecuacién de la forma:

A/g;,Q +C/yl2 +D’£L'/+E/y/—|—F/ _ 07
donde el coeficiente B’ que acompaiia al producto 'y’ sea nulo. Para ello usaremos la
férmula (R) en (4.39), lo que nos da:
A(z' cos ¢ — 3y sen ¢)? + B(2' cos ¢ — ' sen ¢) (2’ sen ¢ + 3 cos ¢) + C'(2' sen ¢ + v/’ cos ¢)? +
D(2'cos¢p —y'sen¢) + E(z'send + ' cosd) + F =0
Desarrollando los productos y reduciendo los términos semejantes obtenemos que:

B' = —2Asen¢cos ¢+ B(cos® ¢ — sen? ¢) 4+ 2C sen ¢ cos ¢
= Bcos(2¢) — (A — C)sen(2¢)
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Igualando B’ = 0, tenemos que

cotan (2¢) = % (4.40)

como el recorrido de la funcién cotangente es R, existe ¢ tal que la ecuacion ( 4.40 ) se
satisface.
Segundo paso: Tenemos una ecuacién de la forma:

Aa? 4 C'y* + D'a’ + E'y + F =0, (4.41)

Como hemos visto, para hacer desaparecer los términos en primer grado es necesario
completar los cuadrados en = e y para hacer una traslacién apropiada de ejes:

1. St A #£0y C' #0, se tiene:

D’ D’ 2 E E' 2 D/2 E/2
A/(LUIZ—I- —l‘,—|— <_> )+C’(y’2+ @9/4’ (_) —|—F/— VT _ m -0

Al 2A" 2C"
D’ E D/2 E/2
Al / - 2 Cl / — 2 F/ I g 0
@t o) T W+ 55 -~ 1on)
elegimos la traslacion:

D/

2 = 4 4=

2A!

!

"o
Yy =y + 20"

y haciendo F” = F’ — (ZDAI,)2 - (2%,)2 y hagamos un cambio de notacién F' = F”|

resulta:

A/(w//)z + C/(y//)Q + F/ -0

Si ademds F’ # 0, podemos escribir:

es decir, corresponde a una ecuacién del tipo (1), (2) 6 (4), segun sean los signos de
A Cy F.
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Si F' = 0 tenemos:

A c’

obtenemos una ecuacién del tipo (3) o (5) dependiendo nuevamente de los signos de

Ay .
2. SiA#0y C' =0, pero E' # 0 se tiene:

D' \* F
A,<$l+ﬁ> +El <y/—{—§> =0

con la traslacién

D/
/A
x x+—2A,
F/
y//:y/‘i'ﬁ

obtenemos la ecuacién A'(z”)? + E'(y") = 0, dividiendo por A’

El
2

(x//) + Eyl/ — 0

que corresponde a una ecuacién del tipo (6) y representa una pardbola en torno al
eje Y.

3. Si A =0,C" #0, D' # 0, intercambiando los roles de x e y se obtiene el mismo
resultado, es decir, la ecuacién representa una parabola.

4. SiA#£0,C"=0y E' =0, la ecuacién (4.41) puede escribirse: A’(z'+ 2’:}{,)2+F’ =0.
Haciendo:

la ecuacién queda A’(2”)? + F’ = 0, de donde, dividiendo por A’:

Fl
(x//)Q + E =0

que corresponde a una ecuacién del tipo (7), (8) o (9).
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5. Se obtiene el mismo resultado de (4), intercambiando los roles de x e y cuando
A =0,0"#£0y D =0.

Asi hemos visto que toda ecuacion de segundo grado puede reducirse a una de las formas
canonicas de nuestro cuadro. O

Clasificacién de la curvas de segundo grado segiin los coeficientes de la ecuacién

La ecuacion:
Az? + Bry+ Cy* + Dz + By + F =0 (4.42)

la podemos resolver como una ecuacién de segundo grado con respecto a y, suponiendo
que C' # 0. Entonces,

_ Bx+FE n 1
V=70 Tac

deciry = — 22 E v donde Y = /(BT —4AC)a% + 2(BE — 20D 740
Es emry——Ti ;donde Y = 554/(B? — Ja? +2(BE —2CD)x + (E? — ACF).

Segun los valores que pueda tomar Y, veremos qué tipo de curva representa la ecuacién
Bx+ FE
. 2C .
res que toma Y. Observemos primero que el nimero Y se debe restar y sumar a la recta en
Bx+ FE
20

(B2 — 4AC)a? + 2(BE — 2CD)x + (E2 — ACF) (4.43)

(4.42), trazando la recta y = — y aumentandola o disminuyéndola segun los valo-

cada z, por lo cual el gréafico de la curva es simétrico con respecto a la recta y = —

Por esta razon dicha recta puede ser considerada el diametro de la curva.
Analizaremos algebraicamente la forma que toma la curva segun el signo del coeficiente
del trinomio de segundo grado en x que aparece bajo el signo de la raiz.

1. Si B2 —4AC < 0, entonces el trinomio bajo el radical es negativo para los valores
de | z |< M, para algin M € RT. Ademés si |  |< M, entonces Y es acotado y
asi también y permanece acotado. Vemos asi que la curva y es acotada en todos los
sentidos y por tanto representa una elipse.

2. Si B2 — 4AC > 0, tenemos que el trinomio bajo el radical representa un nimero
real cuando | z |> M, para algin M € R*; como ahora x puede crecer o decrecer
en forma indefinida, los valores de Y, y por tanto de la curva y, crecen hacia +oo
o decrecen hacia —oo. La curva que crece indefinidamente en ambos sentidos, tanto
para la variable x como para la variable y es una hipérbola.

3. Si B2 —4AC = 0, entonces Y = 5+/2(BE —2CD)xz + (E? — 4CF).

Si ademéas BE — 2C'D > 0, el binomio bajo la raiz es positivo si x > M, donde M
es la raiz de la ecuacién de primer grado en x. Es decir,  puede crecer hacia infinito
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y proporcionalmente crece también Y. Entonces tenemos que y crece hacia el lado
de los z positivos indefinidamente a ambos lados del didmetro.

Si BE —2C'D < 0, se tiene un resultado del mismo tipo, pero hacia el lado de los x
negativos.

El andlisis nos permite concluir que y es una curva acotada en una direccién y no
acotada en la direccidon opuesta, por tanto y representa una pardbola.

Ejemplo. Dada la ecuacion
202 —dzy4+4y® — 22 —8y+9=0

se tiene 1 1
y = §m+1i§\/—(x—1)(x—5)

Por tanto, la curva tiene por didmetro a la recta y = %l’ + 1 y esta comprendida entre las
rectas x = 1 y la recta x = 5. El valor més grande de y se obtiene en el punto medio, es
decir, para x = 3, al que le corresponden los valores y = % ey = % El punto medio de
estos nos da la ordenada del centro de la elipse 5. Asf el centro de la curva es el punto

(3,5).

Algunas curvas de grado mayor que dos

En esta subsection presentaremos un par de casos de curvas de grado superior a dos en
alguna de sus variables. Usando la geometria analitica podemos , a partir de sus definicién
como legar geométrico, tal como hicimos con las curvas de grado dos, obtener la ecuacion
algebraica que satisfacen dichos puntos.

1. La cisoide
Dada una circunferencia C' y una tangente a ella, sea A el punto de contacto y O
el punto diametralmente opuesto. Se hace pasar una secante por O que corta a la
circunferencia en un punto I y a la recta tangente en el punto B. Sobre esta secante,
a partir del punto O, se toma una longitud OM, igual a IB. ; Cuél es el lugar
geométrico de los puntos M asi obtenidos ?

Solucién: Observemos que este lugar geométrico es simétrico respecto a OA. La
distancia IB aumenta a medida que la secante se aleja de OA, y por tanto también
crece OM. El punto M se aleja al infinito cuando la secante OB se convierte en
tangente en O.

Sean (z,y) las coordenadas de M. Tenemos OP = z, MP = y y OA = a. Por
semejanza de tridngulos, se tiene

MP
opP

33
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Y :

Figura 4.52: Cisoide

es decir: o
y_1Q
r  0Q
OM = IB, OP = AQ, por tanto: OQ = OA — AQ = OA — OP = a — z, ast:
y_ 1Q
r a—=w
peroEQ:O—Qm:(a—x)x, luego
21Q
y =
a—x
s da—m)x
YT Ty
2 _ 2 (4.44)
LA '

la expresién (4.44) representa la ecuacién de la cisoide.
Observe que esta curva tiene una ecuacién de tercer grado.
2. Lemniscata de Bernoulli

Encuentre el lugar geométrico de los puntos tales que el producto de sus distancias
a dos puntos fijos F} y Fb sea igual a una constante dada.
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Solucién: Tomando la recta que contiene a los puntos F; y F» como eje X, pasando
el eje Y por el punto medio del trazo Fy F», llamaremos 2c = Fy F, v a? a la constante.
Sea P = (z,y) un punto del lugar geométrico, entonces,

d(F\,P) - d(F5,P)=ad®> < (z+c)2+y*/(z—c)?2+y2=ad’
Elevando al cuadrado toda la ecuacién y desarrollando los productos, nos queda la
ecuacién de cuarto grado en y:

yr 42+ AP+ (- AP —at =0 (4.45)
Como las dos variables aparecen en potencias pares, la curva es simétrica con respecto
a ambos ejes y el origen.
= —2(x? + %) £ /42?2 + 2)2 — 4[(2? — 2)? — af]
2

La cantidad subradical se reduce a 4(4c?z? 4 a*) que es siempre positiva, entonces
y? existe como niimero real.

Si (22 — ¢?)? — a* es positivo, los valores de %2 tienen el mismo signo y como su suma
es —2(x? + %), entonces los dos valores de y? son

negativos y por tanto los cuatro valores de y son complejos.
Para que la ecuacion tenga raices reales, es necesario que:
(x> —c*)? —a' <0
lo que es equivalente a
(2 = —a®)(2? =P +d%) <0

por lo tanto,
2

22 <a’+ y 22> —a
entonces uno de los valores de y? es positivo y el otro negativo.
Ahora tenemos que analizar los tres casos posibles: a < c¢,a=c, a> c.
Veremos solamente el caso a = c¢. Los otros se dejaran como ejercicios.
Cuando a = ¢, la ecuacién se escribe como:

yr 2@ + AP+ (et - ) -t =0.

Si 2 = 0, entonces y* 4+ 2¢?y? = 0, por lo cual sélo es posible que y = 0.
Si & = ¢v/2 entonces y* + 6¢%y% = 0, por tanto, nuevamente y debe ser igual a 0.

Como las dos variables aparecen en potencias pares, existe simetria con respecto a
ambos ejes. La curva resultante se llama lemniscata de Bernoulli que estd repre-
sentada en la figura 2.6.19.



410

CAPITULO 4. LA DERIVADA Y SUS APLICACIONES

Y

(a,0) X

Figura 4.53: Lemniscata de Bernoulli

Ejercicios resueltos

1. Determine el lugar geométrico de los puntos del plano de coordenadas (z,y) tales

que |z| + [y| = 1.

Solucién:

» Siz >0,y >0, entonces |z| + |y| =2 +y = 1. implica y =1 — x.

» Siz <0,y >0, entonces |x| + |y| = —x +y = 1. implica y = 1 + x.
» Siz <0,y <0, entonces |z| + |y| = —x —y = 1. implica y = —1 — x.
» Siz >0,y <0, entonces |z| + |y| =2 —y = 1. implica y = = — 1.

En consecuencia los puntos cuyas coordenadas satisfacen |x|+|y| = 1, es el cuadrado
con vértices en (1,0), (0,1), (—1,0), (0,—1).

. Resolucion geométrica de un sistema de ecuaciones de primer grado o

lineales.
Demuestre que el conjunto de las soluciones del sistema

ax+by = ¢

/

dr+bty = ¢

donde a, b por un lado y a’, b’ por otro no se anulan simultdneamente, es el conjunto
de los puntos de interseccién de las dos rectas de ecuaciones:

ar+by—c=0,dx+by—c =0.

Solucién:

Es una aplicacién directa de lo dicho en la subseccién 4.6.1 sobre interseccién de
curvas y del hecho que una ecuacién de la forma ax + by —c =0, en que a y b no se
anulan al mismo tiempo, es una linea recta.
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Y
(0,1)
(~1,0) @ (L,o) X
(07 _1)
Figura 4.54:

En particular el sistema tiene una unica solucion si las rectas no son paralelas, es
/

. a a . . S
decir, cuando 3 #* 7 El sistema no tiene solucion si las rectas son paralelas, es
/
. a a
decir, cuando - = —
) b b, )
ambas rectas son iguales.

con a # a’, b # V. El sistema tiene infinitas soluciones cuando

3. Distancia de un punto a una recta
Dado un punto P y una recta L, encontrar la distancia de P a L.
Solucion:

Si el punto P pertenece a la recta, entonces la distancia es cero. Por lo cual supon-
dremos que P no es un punto de la recta L. Geométricamente la distancia es el trazo
de la perpendicular trazada desde P hasta la recta L.

Sean ax + by + ¢ = 0 la ecuacién de la recta L, (xo,yo) las coordenadas del punto
Py (z*,y*) las coordenadas de @, punto de interseccién entre la recta L y la recta
ortogonal a L que pasa por P. Asi tenemos que

a=PQ = v/{wo— )+ (g0 — v )%

Para poder calcular d debemos encontrar las coordenadas de @, lo que nos lleva a
encontrar la ecuacién de la recta que pasa por P y que es perpendicular a L.
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Y

AN
A \\ Y

X

S}

Figura 4.55:

L:ax+by+c=0

Figura 4.56: Distancia desde un punto a una recta

a
Como L tiene pendiente ——, la ecuacién de la recta perpendicular a L es:

b
b
—yg = —(x — x0).
y—yo = —(x—x0)
La que también puede escribirse como
ay — bxr = ayg — bxg.

segun el ejercicio resuelto 2, el punto @ es la intersecciéon de las dos rectas y, por
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tanto, tiene por coordenadas la solucién del sistemas:

ay —br = ayg— bxy
by+ar = -—c

Cuya resolucién algebraica nos da los valores:

o b2xy — abyg — ac
a? + b2
. —abxg +alyo— be
L a2 + b2

(PQ)* = (wo— 2"+ (yo —y*)

_ [(a? + b?)xg — b?x0 + abyo + ac 2 N (a® + b?)yo — a®yo + abxo + be 2
a? 4 b? a? 4 b?
B [a?zg + abyy + ac 2 b2yg + abxzo + be 2
L e+ a? + b?
~ Ja(azo + byo + ¢) 2 Tblaxo +byo +¢)]?
L a2 a? + b2
~d*(axo + byo + ¢) + b*(axo + byo + ¢)?
B a? + b?
Por tanto,
g = lazo+byo + ¢

4. Recuerde que la simetral de un tridngulo es la perpendicular trazada en el punto
medio de un lado. Demuestre que las tres simetrales de un tridgulo concurren en un
mismo punto que equidista de los tres vértices del triangulo, por lo que constituye
el centro de la circunferencia circunscrita.

Solucién: Segin la ecuacién (4.28), la pendiente de la recta que pasa por los puntos

Pi(z1,y1) y Pa(z2,y2) es Y271 Usando la ecuacién (4.29), la recta perpendicular
9 — X1
To — X

a ella tiene pendiente — 2 L Asf la ecuacién de la recta normal a la que pasa
Y2~

por P, v P> y que a su vez pasa por el punto medio del trazo P} P, es, usando la
ecuacién (4.29),

Y2 + U1 T2 — T T2+ T
- = T — 4.46
2 uem 2 ) (440
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Haciendo pasar uno de los ejes por un lado del triangulo, tenemos una situacién
como en la figura 4.57.

Figura 4.57: Simetrales de un tridngulo

Los vértices del tridngulo son (0,0), (a,0), (b,¢). Usando (4.46) podemos encontrar
la ecuacién de cada una de las rectas que contienen a las medianas del tridngulo.

) _(a _ ((la+b) c (b ¢ ]
Sean: My = (5,0> , My = < 5 ,§>, M3 = <§, 5), los puntos medios de cada
lado.

Llamando L; a la recta que pasa por M; y es perpendicular al respectivo lado del
tridngulo, tenemos las siguientes ecuaciones:

a

Li ¢ = 3 (4.47)

c b—a a+b
Lot y— 3 = (x — 5 ) (4.48)

c —b b
Trabajando algebraicamente las ecuaciones (9.2), (9.3), (9.9), tenemos:

Li: z = g (4.50)
Ly: 2(a—b)x —2cy = a*>—b*—¢° (4.51)
Ly: 2bx+2cy = b*+c (4.52)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (9.26) y (4.52) obtenemos el punto

_b2+02—ab

T Y 2c

a
92 )
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Reemplazando estas coordenadas en la ecuacién (4.51), podemos verificar con un
calculo simple que dicho punto también pertenece a la recta L.

Verificar que este punto equidista de los vértices del tridngulo se deja al lector.

5. Resolucién grafica de inecuaciones lineales con dos variables.

Sean a, b, ¢ nimeros reales fijos, a y b no se anulan simultdaneamente.

a)

Demuestre que toda recta de ecuacién ax + by + ¢ = 0 divide al plano en dos
semiplanos tales que la expresiéon ax + by + ¢ es positiva para las coordenadas
de los puntos de uno de los semiplanos y es negativa para las coordenadas de
los puntos del otro semiplano.

Deduzca que el conjunto de las soluciones de la inecuacién ax + by < ¢

( respectivamente ax + by > ¢) , es uno de los semiplanos limitados por la recta
ar +by+c=0.

Deduzca que el conjunto de las soluciones de la inecuacién az+by < ¢ (respecti-

vamente ax—+by > c¢), es uno de los semiplanos incluyendo la recta az+by—c = 0.

Deduzca que el conjunto de las soluciones de un sistema de inecuaciones lineales
en R? es la interseccién de los semiplanos que representan las soluciones de cada
inecuacion del sistema.

Solucién:

a)

Dado que a,b,c € R, (z,y) € R?, por tricotomia la expresién az + by + ¢ puede
ser positiva, negativa o nula.

Sabemos que az + by + ¢ = 0 si y sélo si « e y son las coordenadas de la recta
ax + by = —c. Por tanto, los restantes puntos de R? pueden hacer positiva o
negativa la expresién ax + by + c.

Consideremos un punto fuera de la recta az + by 4+ ¢ = 0, supondremos b > 0,
pues si no multiplicamos la ecuacion de la recta por —1.

Sea (x¢,z) un punto bajo la recta. Reemplazando x en la ecuacién de la recta

a c
obtenemos el nimero yy = —g$0 3 De la figura podemos ver claramente que
Yo > 2. Asi,
a c
——x9— + z
b b

—axg—c > bz, pues b>0
—arg—bz—c>0
axg + bz 4+ ¢ < 0.
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Y

Zf----a ar+by+c=0

O 95'0 X

Figura 4.58:

b) Esto como los puntos siguientes son aplicaciones inmediatas de la parte (a) y
de las propiedades elementales de los conjuntos.

6. Resuelva graficamente el sistema

20 — 3y + 2
z+y—1

IN A

Solucién:
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l—2z—-y=0
2x =3y +2=0

Figura 4.59:

2
Primero debemos graficar cada una de las rectas y = 5:1: + 3 y = 1 —x. La solucién

al sistema es la regién comin bajo ambas rectas tal como se muestra en la figura.
7. Una caja contiene monedas de 20 gramos y de 30 gramos.

a) Escriba el sistema de inecuaciones que describe el peso total de las monedas
que estd comprendido estrictamente entre 300 y 330 gramos.

b) Determine todos las posibles soluciones al problema.

¢) Determine graficamente los puntos cuyas coordenadas enteras positivas verifican
las hipétesis del problema.

Solucién:

a) Sea x el nimero de monedas de 20 gramos y sea y el nimero de monedas de 30
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gramos. Entonces, tenemos:

202 4 30y > 300
202 4 30y < 330.

Este sistema puede ser reducido a

22 + 3y > 30
2z + 3y < 33

b) Del gréfico se deduce que todas las posibles soluciones al problema es la regién
del primer cuadrante comprendida entre ambas rectas, sin incluirlas a ellas. las
soluciones negativas no tienen sentido en el contexto del problema.

¢) Del grafico vemos que las soluciones con coordenadas enteras son: (5,7), (8,5),(9,4), (11, 3), (14, 1).

1

10

9

8

7

6

b

4 2z + 3y = 30 2z 4+ 3y =33
3

2

1

0 1 2 3 45 6 7 8 9 10111213 141516 17

Figura 4.60:

8. Resoluciéon geométrica de una ecuaciéon de segundo grado

a) Demuestre que las raices de la ecuacién de segundo grado ax?+bx+c =0, a #

0, = € R, corresponden a los puntos de interseccién de una parabola con una
recta.

b) Obtenga geométricamente las soluciones de la ecuacién —z? + 2z + 3 = 0.
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Y

7“1:—1 0 7’2:3

Figura 4.61:

Solucion:
a) La ecuacién ax? + bx + ¢ = 0, con a # 0, puede ser escrita como
ar® = —bx — ¢,

por lo tanto, los puntos que satisfacen dicha relacién pueden ser considerados,
de acuerdo a lo dicho en la subseccién 4.6.1, como la interseccion de la pardbola

y = ax? con la recta y = —bx — c.

b) De acuerdo a lo visto en el item anterior, las soluciones de la ecuacién —x? +
22 + 3 = 0 son los puntos de interseccién de la pardbola y = —z? y la recta
y = —2x — 3.

9. Estudio de la paridbola y = ax? + bx + c.

Demuestre que la ecuacién y = az? + bz + ¢ representa una parabola. Encuentre su
vértice, foco, directriz y los puntos de interseccion con el eje X.

Solucién: Completando el cuadrado de binomio en & podemos escribir:

— 2_|_b_|_ — _|_i 2+M — +£2 +M
Yy =ax i cC=a T % 4(12 =a T 5 1a .
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Haciendo la traslacion de los ejes en la forma:

¥ = x4+ —

2a
;o 4ac — b?
y =Y 1a
La ecuacién puede escribirse como
y/ _ a(x/)2’

la cual representa una pardbola con vértice en el nuevo origen O’ cuyas coordenadas

en el antiguo sistema son
b 4dac — b?
2¢ 4da )

dac — a® — b? ; 1 o ( b 4ac+a2—b2)
— —  sufocoesel punto (——, ——— ).
4a ’ p 2a’ 4a

b+ Vb2 —4
2—ac’ 0) si b2 — 4ac > 0. Corta al eje
a
b
X en un unico punto (2—,0) si b2 — 4ac = 0. No corta al eje X si b? — 4ac < 0.
a

Su directriz es la recta y =

La curva corta al eje X en los puntos (

Caracterice la curva y = —22 + 2z + 3.

Solucion: Completando el cuadrado de binomio en x tenemos:

y=—2>+20+3=—[(2>-224+1)-3-1]=—(z—1)> +4.

Por tanto, y — 4 = —(z — 1)2. Asf, la traslacién
¥=z-1
Yy =y—4

nos permite escribir la ecuacién original en la forma:

. . . - 15
que representa la pardbola abierta hacia abajo con vértice en (1,4), foco en (1, Z)

17
y directriz y = T Sus intersecciones con el eje X son (—1,0),(3,0).

Encuentre la ecuacién de la parabola que pasa por los puntos (—2,16), (0,2) y (1,4).
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12.

Solucién: Como la ecuacién general de la parabola tiene la forma

y = azx’ + bz +c,

ella estd completamente determinada conociendo los valores de los coeficientes a, b,
c. Para ello tenemos que si el punto (x,y) pertenece a la curva, entonces los niimeros
x, 1, satisfacen la ecuacion de la curva. Por lo tanto, tenemos tres ecuaciones:
a(=2)2 +b(—2)+¢ = 16
a0® +b0+c = 2
al> +bl+c = 4.

Que se reducen al sistema:

4a —2b+c¢ = 16

2
a+b+c = 4,
Cuya solucion es:
a=3, b=—-1 c=2.

Asf, la ecuacién de la pardbola es y = 322 — x + 2

Encuentre la ecuacion de un circulo que pasa por tres puntos dados.
Solucion: Si los tres puntos son colineales, entonces el problema no tiene solucién.

Sean P; = (z1,11), P» = (x2,y2), Ps = (3,y3), tres puntos del plano no colineales.
Cémo encontrar el centro del circulo, lo hemos visto en el ejercicio 1. Pero también
se puede hacer usando la ecuacién de la circunferencia ( 4.30).

Sea (x — a)? + (y — b)? = r? la ecuacién del circulo pedido, por tanto cada punto
P; satisface esta ecuacién; asi obtenemos el siguiente sistema de tres ecuaciones con
tres incognitas a, b, r.

(z1—a)’+ (y1 —b)* = r?
(z2—a)’ + (2 —b)* = r?
(x3—a)®+ (ys—b)?* = r?

Desarrollando los cuadrados podemos escribir,
a? +0% — 1% —2x1a— b = —xt 9P (4.53)
a? + 0% — 1% — 2290 — 2uob —x3 — ys (4.54)
a? + 0% — 1% — 2230 — 2yzb = —x3 93 (4.55)
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Restando las ecuaciones (4.53) y (4.54) y las ecuaciones (4.53) y (4.55), obtenemos:

2(ze —x1)a+2(y2 —y)b = (23 —27) + (5 — yi)

2z —x1)a+2(ys —y)b = (23 —27) + (45 — yi)

Este sistema puede ser resuelto usando regla de Cramer y obtenemos las coordenadas

del centro:
‘ (z3—2D) + W3 —vd) 202 —w1) '
Lo L@ ma) s —ur) 2 —w)
2(xy — 1) 2(y2 —y1)
‘ 2(w3 — 1) 2(y3 —y1) ‘
‘ 2wy — 1) (x5 — ) + (5 — u7) ‘
p_ | 2@ ) (@) + (45 i)

‘ 2(zg —x1) 2(y2 — 1) '
2(x3 —x1) 2(y3 —wy1)

13. Dada la ecuacién 422 — 16z + 9y + 18y — 11 = 0,

a) Escribirla en una de las formas canodnicas.

C

b) Encontrar las coordenadas de sus focos y de sus vértices.
) Encontrar las ecuaciones de sus directrices y calcular su excentricidad.

d) Escribir la ecuacién de la curva después de una rotacién de los ejes en un angulo

o=1.
Solucion:
a) Completando los cuadrados en x y en y, la ecuacién queda en la forma: 4(z —

(z—27°  (y+1)?
9 T 4

2)2 +9(y + 1)? = 36, la que es equivalente a

curva representa una elipse.

. Por tanto la

b) a®> =9y b* = 4, entonces ¢ = 5.
El centro de la elipse es el punto (2, —1), por tanto las coodenadas de sus focos
son: (24 v5,-1)y (2 -5, -1).
Los vértices son (5,—1), (—1,—-1),(2,1),(2,—3).

¢) Las directrices de la elipse son las rectas z = :l:“—c2 + 2. Asi, x = :t% +2ysu

excentricidad es e = @



4.6. APLICACIONES III: ANALISIS DE CURVAS EN EL PLANO 423

d) Usando las férmulas (R) del teorema 2.4.11, tenemos que:

/ ™ / ™

r = X COS— — 1Yy sen —
6 6

/ 7T+ / ™

y = a'sen— + 1y cos—
6 6

Lo que nos da las ecuaciones:

Lo V31
2 2Y
]‘ / \/g /
oottt
Reemplazando estos valores en la ecuacién de la elipse obtenemos:
3 1 3 1 1 3 1 3
4(%:5 - §y')2 - 16(%1‘/ - 53/) + 9(§:U' + gy'f + 18(51‘/ + gy’) —-11=0.

Trabajando algebraicamente esta expresion llegamos finalmente a la nueva ecua-
cién que tiene la forma:

212" + (36 — 32v/3)a’ + 31y + (32 + 36V3)y’ + 10V32'y' — 44 =0.

14. Dada la ecuacién de segundo grado 222 — 3zy + 3y? + = — 7z + 1 = 0, determine la
forma de la curva y escribala en la forma candnica correspondiente.
Solucién: A=2,B=-3,C=3,D=1E=—-7,F =1. Como B?>—4AC = —15 <
0, la curva representa una elipse. tg(2¢) = A? o = 3. Usando tablas se tiene que

¢ = 35946/57". Por otro lado,

A" = Acos® ¢+ Bcospsend + Csen’ ¢
C'" = Asen?¢ — Bcospsend + Ccos? ¢
Por tanto
A+C = A+C
A —C" = (A—C)(cos® ¢ —sen? ¢) + 2B sen ¢ cos ¢

= (A—C)cos2¢+ Bsen2¢p

Como tg(2¢) = 3, podemos pensar en un tridngulo rectangulo de catetos 3 y 1,

entonces:
sen2¢ = B
+y/B2+ (A-C)?
cos2¢p = A-C

+y/B?+ (A—C)?
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Reemplazando estos valores en la expresién de A’ — C’, obtenemos:
(A—C)? N B?

B2+ (A-C)2 £/B?*+(A-C)?
A—C = +J/B2 1 (A_0)?

AI_C/ —

Asi obtenemos el sistema:

A+C =5
A -C" = —V10
Para la segunda ecuacion se elige el signo menos, pues A’ y C’ deben tener el mismo

signo. Por tanto, A’ = 5=Y10
usaremos las siguientes férmulas:

' = 5+T V10 Para calcular los otros coeficientes,

D' = Esen¢+ Dcos¢
E' = FEcos¢— Dseno

sen 6 /1—(:082q§ /%_
cos ll—i-cosZ(b %

1 1 1 1
D/ e —7 e — _.I_ —
\/2 210 \/2 21/10
1 1 1 1
E = —Tfs4——=+5-—=
\/2 24/10 2 210

Después de efectuar estos largos calculos aritméticos obtenemos que F” = —%, por
lo cual la curva puede escribirse como

(= VIO + 5+ VIO =

Por tanto,

Sea la parabola y? = 2px, con foco F, directriz d y P(z*,y*) un punto cualquiera de
ella.
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Calcule la tangente del angulo o formado por el eje X v el trazo FP.

b) Calcule la tangente del angulo 3 ( pendiente de la recta tangente a la curva en
el punto P(z*,y*)).
¢) Calcule tg245.
d) Deduzca que v = 3, siendo v el dngulo formado por la recta tangente y FP.
e) Usando la ley de reflexién de un rayo de luz, deduzca el camino que sigue un
rayo de luz que emerge del foco F' de la pardbola.
Solucion:

a)

Como F = (%,0), el tridngulo FAP es rectdngulo en A, por tanto tga =
y*
ik
*
T
La pendiente de la recta tangente puede calcularse usando los puntos Py C.

De la geometria clasica vemos que C' es el punto medio del trazo DF', asi,

C = (O,y—;> v,

* __yr
Yy — 5 Y
tgf="——= =
X

Pero, 2z*p = y*2, entonces tg 3 = y%.

Usando la férmula de la tangente para un angulo doble tenemos:

m 2py 2py Yy
_ Yy _ _
BT E T -y

5 =

5
r—3
Por propiedad de los angulos de un tridngulo tenemos que, « = 8+vy 28 = «,
por tanto v = f3.

En virtud de la ley de la reflexion de un rayo de luz, dngulo de incidencia igual
al dangulo de reflexién, un rayo que emerja del foco F' y que se refleje en un
punto de la pardbola, cuya direccion en ese punto es el de su recta tangente
partird en una direccién paralela al eje de simetria de la parabola. En esta
propiedad se basa la construccién de los telescopios reflectantes, los proyectores
de seguimiento, los focos de los vehiculos.

16. Dada la ecuacién 4z? — 12xy + 9y? — 362 + 100, determine qué curva representa y
escribala en la forma candnica correspondiente.

Solucién: A =4,B=-12,C =9,D =36,FE =0, F = 100.

Como B? — 4AC = 0, la ecuacién representa una parabola.
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Figura 4.62: Reflejo de la luz en la pardbola

B 2
tg¢p = —— = —, por tanto, sen ¢ = Usando una tabla vemos

2 COS¢_i
2C 3 VTR NGER

que ¢ = 34°41’25". Usaremos las mismas férmulas que en el ejercicio anterior para

1 2
calcular los coeficientes. A’ = 0,C’ = 13,D’' = —E,E’ = 7—,F’ = F. Asi la
V13 V13

ecuacion se transforma en :

13(y)? — —=,2' + —_y +100=0.
Completando el cuadrado en 3’ y sacando factor comtin —\I/Lﬁ para los términos
restantes nos queda:

, 36 108 3901

)= = -

13(y/ — T
V-8 " BY  wavs

Haciendo la evidente traslacion de ejes obtenemos:
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17. Demuestre que la ecuacién z?+zy+y?—2x—3y+1 = 0 representa una circunferencia.
Solucion:
B? —4AC =1—4 = —3, por tanto, la curva es una elipse.
Para elimina;f el término en ry es necesario una rotacién en un angulo ¢ tal que

C
cotan 2¢ = —5 = 0, es decir, 2¢ = g y por tanto, ¢ = g

T T . S
Como cos 1= sen 1= 3 las ecuaciones de la traslacién tienen la forma:

V2

r = 7(1’/ —y)
V2
y = 7(53/ +y')

Reemplazando estos valores en la ecuacion dada tenemos:

(@ —y)? @ =y +y) @ +y)? 20 —y) 3@ +y)
5+ 5 L . B, s

Desarrollando los cuadrados y reduciendo los términos semejantes nos queda la ecua-

cién:
3v2z"? + 3v2y"? — 102’ — 2y’ + 2v2 = 0.

Ahora debemos completar los cuadrados de binomio en 2z’ e 3/:

3f[ —%er ]+3f[ ~3vs

3\/5[35’—3—\5/5] +3f[ 3\1/5]2—%\6:0.

Dividiendo la ecuacién por 3v/2 se obtiene:
<w _i>2 ( ,_;>2_z
3v/2 3W2) 9

. . . 5
Asi podemos ver que la ecuacién representa una circunferencia de centro <3— —

y+1]+2\/_ 75V2 B\f

7
dio —.
y radio 3
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CAPITULO 4. LA DERIVADA Y SUS APLICACIONES

Ejercicios propuestos

1.

Determine el lugar geométrico de los puntos del plano cuyas coordenadas (z,y)
satisfacen la relacién méax{|z|, |y|} = 1.

Demuestre que las tres bisectrices de los angulos interiores de un triangulo concurren
en un mismo punto que equidista de los lados del tridngulo, por lo que constituye el
centro de la circunferencia inscrita.

Demuestre que las tres alturas de un tridngulo concurren en un mismo punto que se
llama ortocentro.

La transversal de gravedad de un tridngulo es la recta que une un vértice del tridngulo
con el punto medio del lado opuesto. Demuestre que las tres transversales de gravedad
concurren en un mismo punto, que se llama centro de gravedad del tridngulo.

Use las féormulas encontradas en los ejercicios resueltos para encontrar la ecuacion
del circulo que pasa por los puntos:

(1)(1,1),(2,4),(5,3).

(H) (07 0)7 (CL, 0)7 (b7 C)'

Por un punto fijo A sobre un circulo de didmetro b se traza una secante cualquiera
AD, sobre la cual desde D se trazan dos puntos M y N a una misma distancia a
de D. El lugar geométrico de estos puntos M y N se llama caracol de Pascal.

Encuentre la ecuacién que describe esta curva y bosqueje su grafico separando los
casos: a >b,a=bya<b.

Dada la ecuacién 1622 + 36y> + 16x — 36y — 131 = 0, determine:

a) la curva que ella representa.
b) las coordenadas del centro, de sus focos y sus vértices.
¢) la ecuacién de sus directrices.

d) su excentricidad.
Dada la ecuacién 36y? — 36y — 1622 — 162 — 139 = 0, determine:

a) la curva que ella representa.
b) las coordenadas del centro, de sus focos y sus vértices.
¢) la ecuacién de sus directrices.

d) su excentricidad.

Dada la ecuacién y — 622 + 22 + 1 = 0, determine:
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a) la curva que ella representa.

)

b) las coordenadas del foco y del vértice.

¢) la ecuacién de su directriz.
)

d) su excentricidad.

10. Dada la ecuacién 222 —5zy+5y—1 = 0, determine la curva que representa y escribala
en la forma candnica correspondiente.

11. Determine y caracterice la curva que representa cada una de las siguientes ecuaciones:

a

b

42 + 292 + 8z — 4y — 2 =0.

y? — 4y +4+122 = 0.

9y? — 2522 + 18y + 50 — 241 = 0.
2y? — 5y +2r — 6 = 0.

42?2 — 9y = 0.

)
)
c)
d)
‘)
f) 922 + 4y? — 542 + 8y + 61 = 0.
g) 4a? +9y% — 8a + 27y + 49 = 0.
h) —3z? +2:U+4y+2—0
i) 2% —4y? —8x + 8y + 11 = 0.
§) 2% —y? + 22 + 6y — 14 = 0.
k) 4z% — 9y? + 142 + 21y = 0.

)

1) 922 + 4y? — 182 — 40y + 109 = 0.

12. Escribir en su forma candnica y graficar cada una de las siguientes curvas:

a) 42% —day +y* — 3z + 2y = 0.
b) x? —day + 4y? + 22 — 4y — 4 = 0.

¢) 2 —dxy+ 4y + 22 — 4y +1=0.

U

e) v2 — 2wy — 4y +4=0.

f
g) 222 —2zy +y? + 22— 2y — 3 =0.

)
)
)
) 22 —day +4y? + 22 — 4y +6 = 0.
)
) 22 —zy+y—1=0.

)
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4.6.2. Andlisis de curvas en coordenadas rectangulares

Cuando las variables x e y aparecen en potencias superior o igual a tres, en la mayoria
de los casos, es imposible despejar explicitamente una variable en términos de la otra, para
poder aplicar el andlisis de funciones de la secciéon 4.5 para conocer el comportamiento de
la curva. Veamos los siguientes casos:

Ejemplo 4.6.13 1. La estrofoide recta (Barrow (1630-1677)), cuya ecuacién general
es
v?(a —2)=2*(a+x); a>0. (4.56)

contiene la variable y en grado dos y la = en grado tres, lo cual permite analizar
cada una de sus ramas como funcién tradicional:

» _ (a—u)

v a—+x
200 — .

y = =+ M, cuandoa JCZO.
a+x atzx

Entonces, cada rama de y puede analizarse como funcién siguiendo el esquema de la
seccién 4.5

2. En cambio, curvas como el folio de una hoja de Descartes(1638), descrito por la
ecuacion:
3 +y® =3azy; a >0

que es simétrica con respecto a X e Y, no resulta practico despejar una variable en
funcioén de la otra. Si usted quiere hacerlo, tendria que usar la formula de Cardano-
Tartaglia, la cual complica mucho la expresién y sus derivadas.

Para analizar el comportamiento de este tipo de curva, es més practico utilizar el
método de derivacion implicita.

Derivacién Implicita Para conocer el comportamiento de una curva f(x,y) = 0, en un

entorno de un punto (xg,yo) tal que f(zo,yo) = 0, supongamos que para (z,y) € I x J y ,

donde I = (zg—7r,z0+7), r >0y J = (yo—5,y0+$), r >0, s > 0, se puede “despejar” y

como funcién de x y que esta funcién es dos veces derivable, entonces usando la regla de la

cadena, podemos conocer y'(z), y”(x) y conocer su comportamiento, al menos localmente.
Bajo estas hipétesis podemos imaginar o escribir la curva:

23+ (y(2))? = 3azy(x); z € I.

Y aplicando regla de la cadena, derivar la ecuacién.

@+ (@))) = = (3ay(a).
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Lo cual implica:

322 4 3(y(x))? - %y(m) = 3ay(x) + 3ax - %y(m)

O lo que es lo mismo:
322 + 3(y(2))%y' (z) = 3ay(z) + 3azxy (z). (4.57)
Despejando 3 (x):
y'(z) (3y*(z) — 3ax) = 3ay(z) — 327

Si 3y?(x) — 3axz # 0

3ay(z) — 322
) — )

y (@) 3y%(z) — 3ax

Si en particular nos interesa y'(xo) entonces

3ay(zo) — 3z

/
y (o) 3y?(xo) — 3azxg
3ayo — 33
= 20~ (4.58)
3yg — 3axg
mas en concreto
. 2
Sia= 3 entonces:
23 43 = 2xy (4.59)

Entonces el punto (zg, y9) = (1, 1) pertence a dicha curva, pues sus coordenadas satisfacen
la ecuacion 4.59; en efecto:
1+41=2-1-1

Suponiendo que en un rectangulo del plano que contiene al punto (1, 1) se puede despejar
y como funcion de x, y que esta funcién es derivable, tenemos segun la ecuacion 4.58 que:

2
3.2-3

11\ — 3 _
y(1) = S5 — I
En el punto (1,1) la curva tiene una pendiente de —1. Es decir, la recta tangente a la
curva en dicho punto es perpendicular a la recta y = x.
(Por qué este resultado vale sdlo en un rectangulo que contiene al punto
(1,1)?
Porque si en la ecuacién 4.59 reemplazamos x por 1, resulta una ecuacion cubica en y.

v —2+1=0
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Y y=x

N ,

Figura 4.63:

la cual, segin el Teorema Fundamental del Algebra tiene tres raices en C.
Para buscar las otras raices, basta dividir el polinomio y®> — 2y + 1 por y — 1, por cuanto
ya sabemos que y = 1 es una raiz de éste.

Y —2y+l:iy—l=92+y—1
—(* —y?)
0+9y?—2y+1
—(v* —y)
0—y+1
—(-y+1)
0

Asf, P —2y+1=(y -1 +y—1)

—-1+v1+4
2

YHy—-1=0cy=
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y=1

Por lo tanto, para x = 1 se tiene y = Esto significa geométricamente

—1++5

que si trazamos una recta paralela al eje Y a través de z = 1, ésta corta a la curva
entres puntos que son las raices que hemos encontrado. Esta figura geométrica se puede
expresar diciendo que x = 1 tiene tres "imagenes”, por lo cual, globalmente la curva
no es una funcién. Pero, localmente puede serlo. Asi, localmente podemos analizar el
comportamiento de la curva.

Por ejemplo, si nos interesa saber en cudles puntos la curva tiene tangente paralela al eje
X, debemos buscar los puntos que anulan la primera derivada.Usando la ecuacién 4.58,
tenemos:

2y(z) — 3z?
3y%(z) — 2x

2y = 32
3y? # 2x.
Para calcular los puntos, reemplazamos la ecuacién 2y = 322 3n la ecuacién ?? y obtene-

mos: o7
x> <§13 — 2) =0.

Esta ecuacién tiene dos raices reales:

Y(z)=0 < =0

2{/2

3
2
Por lo tanto, el punto 5 2v/4 | satisface las condiciones. En cambio el punto (0,0)

no satisface la relacién 3y? # 2z, por lo cual hasta el momento no podemos concluir nada.
Ejemplo 4.6.14 Encontrar los puntos donde la tangente a la lemniscata de Bernoulli es

paralela al eje X.

Solucién: La ecuacién de esta curva fue deducida en la subseccién ??7 y corresponde a
la ecuacion 4.45:
(2% +4%9% = a*(2* —9?) , a > 0.

Derivando implicitamente:

2(2% + y*) (22 + 2yy) = a*(2z — 2yy).
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Despejando y7:

, a’x — 2zx3 — 22> 1 x(a? — 222 — 2y?)
y(z) = 2 31 g2y a2 2 2’ . (4.60)
2yt + 2y° 4 a®y a® + 2y + 2z Y
Observando esta ecuacién podemos deducir que
Y(2)=0 < (z=0)6(a®> -2z —2y%*) =0, y #0.
» Sia? — 222 — 2y? = 0, entonces:
2
2?4 y? = %. (4.61)
Reemplazando la ecuacién 4.61 en la ecuacién de la lemniscata, nos queda:
o
= a?(z? — 4?). (4.62)
Para calcular los puntos (z,y) correspondientes, debemos resolver el sistema:
2 2 a?
x =%
A (4.63)
2= a
-yt =4,

cuyas soluciones son,

2

= Si x = 0; reemplazando este valos en la ecuacién 4.45 nos da y = 0. Este resultado
nos da, para %’ una forma indeterminada, por lo tanto no podemos concluir nada.

Naturaleza de los puntos criticos: Para poder clasificarlos calcularemos implicita-
mente la segunda derivada de y(z), suponiendo que existe: Derivando la ecuacién 4.60
obtenemos,

Y (2yz? + 23 + a®y) + o/ (2 2% + dyx + 6yy’ + 2ay’) = a® — 622 — 2y — dxyy/.

Como en los puntos que nos interesa calcular la segunda derivada son los que anulan ¢/,
la ecuacion se reduce a :

Y (2yz® + 23 + a®y) = a® — 622 — 22
Asi,

2 2 2 2 2 2
— 6 — 2 — 6x* — 2
a i Yy = fracla2 -+ 2y2 -+ 2$2 . u

"(z) = 4.64
y (@) y(a? + 2y? + 222?) y (4.64)
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Observando la ecuacién 4.64, vemos que el signo de la segunda derivada depende del signo

a® — 62* — 2° . : .
de ————— . Evaluando esta expresién en las soluciones del sistema 4.63 obtenemos

Yy
que ,
6 av2
" :I:a— v
6 2
SESE SR s

Por lo tanto:

) son minimos.

2 2
(:I:Zﬁ , %) son maximos y (:I:aT6 , —%

Ejercicios propuestos

1. Dada la curva f(z,y) = 0 y el punto (zg,yp) suponga que en un entorno de éste

; st dy dx
unto,existe — y —.
punto, Ry

» Verifique que (xg,yg) pertenece a la curva.

d dx
= Calcule %(mo,yo) d—y(fﬂo,yO)-

= Interprete geométricamente los resultados.

a) z” +y’r —32Ty? +y—1=0, (zo,4)= (0,1).
b) ? COS(SL'y) =1=0, ($07y0) = (_1777)'
c) cos(x +y) +sen(z —y) =1=0, (zo,yo0) = (7/2,0).

2. Sea C una circunferencia de radio r y centro en el origen.

a) Utilice derivacién implicita para obtener el valor de la pendiente m¢, en cual-
quier punto P(xg,yp). {Depende del radio este valor 7

b) Sea C; la semicircunferencia de C' que estd en el primer y segundo cuadran-
te y Cy la semicircunferencia de C que estd en el tercer y cuarto cuadrante.
Determine una expresién para C7 y Cy colocando y como funcién de x.

¢) Utilice el resultado anterior para encontrar el valor de mc(xo,yo), sélo en ter-
minos de xg.

3. Dada la ecuacién de la curva llamada Hoja de Descartes:

y3—2my+x3:0
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a) Verifique que el punto (1,1) pertenece a la curva definida por la ecuacion dada.

b) Siz =1, la ecuacién resultante es de tercer grado en y.Encuentre los tres valores
de y correspondientes a x = 1, usando (a) y divisién de polinomios.

¢) Calcule la ecuacién de las rectas tangentes a la curva en cada uno de los puntos
encontrados en (b).

4. La curva llamada Rosa de cuatro pétalos tiene por ecuacion:

(22 +42) — 4a2z%y? = 0

a) Haciendo = = rcosa y Yy = rsenc« , >0, a € [0,27].
Encuentre la ecuacion equivalente en funcion de T Q.
b) Encuentre el angulo Q@ para el cual se obtiene el mayor valor de r y

calcule los correspondientes puntos (z,y).

¢) Encuentre la recta tangente a la curva en cada uno de los puntos encontrados
en el item anterior. Diga en qué regién del plano se ubica la curva.

d) Analice la simetria de la curva con respecto a los ejes coodenados, al origen y
a la recta y = x.

e) Considerando la simetria estudiada, establezca la regién minima donde se debe
analizar la curva para obtener su grafico.
5. La ecuacién
(2% + 9% — ax)? = a® (2% + %), a>0,

representa una curva llamada Cardioide.

a
b
c
d

Calcule todos los puntos de la curva cuya abscisa es x = 0.
Calcule las rectas tangentes a la curva en los puntos obtenidos en (a).

Encuentre los puntos de la curva donde su tangente es horizontal.

~— ~— ~— ~—

Haciendo el cambio de variable x = r cos « y Y = rsenao , 7 >0,
a € [0, 27], demuestre que la ecuacién se escribe como :

r=a(cosa+1).

e) Deduzca en que regién del plano estd ubicada la curva.

6. Dada la curva:
(w2 + y2)2 = 3622

a) Calcule los puntos donde la curva corta al eje X.
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d
b) Calcule d—y para cada uno de los puntos encontrados en la pregunta e interprete
T
el resultado.

¢) Determine los puntos criticos de la curva y clasifiquelos en maximos o minimos.
d) Deduzca la regién del plano donde se encuentra la curva.
e) Deduzca que la curva dada representa dos circunferencias tangentes. Encuentre
dichas circunferencias.
7. Dada la cénica:
C:2?2—y?>=02% cono > 0

Se define a partir de ella el conjunto B, como:
B={(z,y) €C:y >0}

a) Esboce el gréfico de B.
b) Determine que puntos de B son los mds cercanos al punto (0,3).

¢) Se define la distancia vertical cuadratica de un punto Py = (o, yo) a una funcién
dada y = f(x), como la distancia al cuadrado que hay entre Py y (zo, f(z0)).
O sea,

V(Py, f(x)) = D (0, %0), (xo, f(0)))

Considere la parte de C que esta en el primer cuadrante del plano XY como
f(x). {Cudl debe ser el valor de o, para que la suma de las distancias verticales
de los puntos (1,0) y (1,2) a f(z), sea minima?.

d) Sea E el valor de la suma de las distancias verticales de los puntos (1,0) y (1,2)
a f(x). {Cudl es el minimo valor posible para E?. ;Por qué, se puede garantizar
que E # 07.
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4.6.3. Anadlisis de curvas dadas por ecuaciones paramétricas
Introduccién

Una de las tantas preguntas, respecto de los fenémenos naturales, que podemos hacer-
nos es céomo describir la trayectoria de un objeto en movimiento.
Por ejemplo, supongamos que una rueda de radio a gira por un camino recto. En esta
rueda hemos marcado un punto P y queremos describir la trayectoria de dicho punto.

Figura 4.64:

Para obtener las ecuaciones de dicha trayectoria hacemos lo siguiente.

Supongamos por un instante que la rueda esta fija.Sea C su centro y M el punto de
la rueda en que tiene contacto con el ino comge muestra en la Figura 2.5.2.

Figura 4.65:

Sea 0 el angulo PCM y O el origen del movimiento.

Por las condiciones del problema OM = longitud arco PM.
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En el tridgngulo CPQ se cumple PQ = a senf y CQ = acosf

Sean (z,y) las cordenadas de P.

x=0ON=0M—NM =af —asenf = a(f — sen )
y=NP=MC—-MQ=a—acosf =a(l —cosb)

Luego las ecuaciones de (z,y) en funcién del dngulo 6 son:

r = a(f —senb) (4.65)
a(l — cosf)

Asi, a medida que P varia, varia el angulo 6 entre 0 y 27. De esta forma, las ecuacio-
nes del punto P(z,y) tienen la representaciéon paramétrica dada por las ecuaciones 4.65
en funcién de 6.

En general una curva puede tener mas de una representacién paramétrica.

A manera de ejemplo; Si consideramos una circunferencia de centro (0,0) y radio a
tenemos que un punto tipico de la circunferencia, (z,y) satisface la ecuacién:

2? +y? = a? (4.66)

Si denotamos por 6 el dngulo que forma el segmento OP con el eje X entonces,

x = acosf (4.67)

asenf

es una representacién paramétrica del punto (z,y).

Asi, la misma circunferencia puede representarse en la forma cartesiana 4.66 o en la
forma 4.67 que es la forma polar.

En general, si tenemos una curva 7 C R"™ entonces tendremos que describir cada
zr = (x1,---,21) € v en la forma z1 = x1(t), -+ ,x, = z,(t),t € [a,b] donde ¢ es un
parametro conveniente para la escritura de la curva.

Ahora mostraremos como aplicar la informacién que proporcionan la primera y segunda
derivada para analizar el comportamiento de curvas en el plano que vienen dada mediante
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Figura 4.66: Coordenadas polares de un punto en el plano

ecuaciones paramétricas. Como se dijo en la introduccién, dichas curvas se pueden pensar
como el camino que sigue un objeto en movimiento y al pardmetro se puede pensar como
el tiempo.

Para analizar el comportamiento de una curva y bosquejar su gréafico en el plano XY,
2

dy d°y
y " dp Y dr? O iy .
funciéon del parametro ¢, estas derivadas quedan también expresadas en términos de ¢t.Para
calcular estas derivadas se deben usar dos importantes teoremas del cdlculo diferencial: la

regla de la cadena y el teorema de al funcién inversa.

debemos calcular Como nuestros datos - las ecuaciones paramétricas - estan en

Definicién 4.6.15 Llamaremos curva en el plano a una funcién v de [a,b] — R? tal
que :

donde f y g son funciones continuas.

En los casos que veremos supondremos que las componentes de y(t) son derivables al
menos dos veces.

o . d .
La variacion de la abscisa respecto a la ordenada |, d_y’ es muy importante, pues
x
d2

representa la direccién de la recta tangente a la curva y(z) y d—‘g representa su curvatura.
x
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Ahora mostraremos como se calculan estas derivadas.

dy
dy _dy dt _ gy _ g(t)
de dt de dx fl(t)

dt

Es importante observar que esta férmula sélo tiene sentido cuando 2’(t) = f’(t) # 0, lo que
es equivalente a la inyectividad de la funcién diferenciable z(¢) = f(¢) como consecuencia

del teorema de la funcién inversa, teorema 4.3.22.
2

Para conocer la curvatura de v(t), debemos calcular o
x

de ity (f'(1)?
dt

Inductivamente, se puede demostar que, cuando existen las derivadas necesarias, se tiene

que:
i dn—ly
d'y  dt \dz"!

dz™ dx ’
dt
férmula que con paciencia se puede escribir en términos de las derivadas fk(t), g* (t),k =
1,...,n.

dx

dr? ~ dzx '

dy _d (dy> _ % (j_i) _ % (?’8) g" () f"(t) — g'(t) 1" (t)

3
Por ejemplo calculemos d—g para la campana de la cicloide
x

y(t) =a(l —cost)

{ x(t) =at

con 0 <t < 2am.

29 — — ¢
i~ ) - sen
d
4y @ (sent) _ cost
dx? a a
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Ejemplo 4.6.16 Dada la curva llamada lemniscata de Gerono y cuyas ecuaciones
paramétricas son:

{w(t) = cos(t)

y(t) = sen(2t), t €0,

1. Determine la region del plano donde se encuentra la curva.

3

2. Calcule los puntos (z,y) correspondientes a t = 0, —, g, i

, .

N

3. Encuentre los puntos donde la tangente es paralela al eje X.

4. Encuentre los puntos donde la tangente es paralela al eje Y.

5. Analice el crecimiento de la curva.

d>y  —2(cos t)(2sen?t + 1)

6. Demuestre que — = y analice la concavidad de la curva
dz sen3t
Solucién:
-1 < cost<1
1. Como { —1 < sen2t <1

se tiene que z(t) € [—1,1]; y(¢) € [-1,1].
Por lo tanto la curva se encuentra en el cuadrado [—1,1] x [-1,1]

2. Evaluando para cada valor de t en z(t) e y(t), obtenemos:
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z(0)
t = 0 =
{y(O)
(
Tr =
t = I =
4
\y:
Tr =
t = - =
i L
y:
Tr =
P LN
4
y:
t:772>{w:
y:
dy
5 W _ dt
Cdx dx
dt

d d
La curva tiene tangente paralela al eje X <— Y = ( L

= cos0=1
= sen0=0 "’

cosmt = —1
sen2m =0

)

dx

ANALISIS DE CURVAS EN EL PLANO

(1,0)

(_170)

N

d d
d_?i = (0 <= E(sem2t):0<:>2(3082t:0
T
2 = - = t
2
— 0
3

Segun lo calculado en (b),

=l

E:

dx

443

la curva tiene tangente paralela al eje X en los puntos:

2 )

(1

)

2

)
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4. La curva tiene tangente paralela al eje Y

dx dy
du t = 0
— =0 <= —sent =0 <= o)
dt
t =

d
5. Para analizar el crecimiento de la curva, se debe estudiar el signo de bl

dx
dy
dy gt _ 2cos2t o CO8 2t
de  dr  —sent sent
dt
. m dy
» Sitelo, Z] - e < 0, por lo cual para estos valores de t, la curva es decre-
x
ciente.
. T, dy .
» Site[—,3—];== >0, por lo tanto la curva es creciente.
4’ 47 dx
. 3 dy .
m Site [Z’ 7|; e < 0, por lo cual la curva decrece para estos tiempos.
x
6.
d?y _d (dy\ d 2cos2t
dz?2  dx \dz) dx sent
d 2(:082t d 2(:082t
_dt sent /  dt sent (%)
N dx N —sent
dt
Calculando:

(%)

d (cosZt) _ —2sentsen2t — cos2t - cost

dt \ sen t sen?t

Usando las férmulas de los dangulos dobles, el numerador puede ser expresado como:
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—[2sen t-2sen t-cos t4-(1—2sen’t)cost] = —[cost(4sen®t+1—2sen’t)] = —cost(2sen’t+1)

Reemplazanto este valor en (**), se tiene:

d (coth) _ cost(2sen?t + 1)

dt \ sent sen?t

Ahora este valor se reemplaza en (%) para obtener el valor de la segunda derivada.

d?y B 2cost(2sen®t + 1)

dx? sen3t

2

‘ d
Como t € (0,7), sen®t > 0y (2sen®t + 1) > 0,Vt el signo de —g depende del signo
x

d
de cost.
: mr dPy .
s Site [0, — [, ——= < 0, entonces la curva es céncava
20 dx?
. ™ d*y
s Site } —, T {, —= > 0, entonces la curva es convexa.
2 dx?
Es decir:

Si z €] —1,0], la curva es convexa.
Si z €]0, 1], la curva es céncava.

El grafico de la curva es el que se muestra y corresponde a una vuelta completa, es
decir, cuando t € [0, 27]. el grafico correspondiente a ¢ € [0, 7| es la parte de la curva
que esta en el primer y tercer cuadrante.

Ejemplo 4.6.17 Dada la curva llamada hipocicloide de cuatro vértices o astroide
y definida por las ecuaciones paramétricas:

z(t) = 2cos’t
y(t) = 2sen®t , tel0,2n].

1. Determine el rango de valores que pueden tomar x e y. Deduzca la regién del plano

XY, donde se encuentra el gréfico de la curva y calcule los puntos (z,y) correspon-
s 3

dientes at =0, —, m, —
2 2

, 2.
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Figura 4.67: Lemniscata de Gerono

2. Determine los puntos del plano XY donde la tangente a la curva es paralela al eje
X yalejeY.

3. Analice el crecimiento de la curva en el plano XY cuando ¢ € [0, g]

s
4. Demuestre que para t € [0, 5], la curva es convexa.

5. Demuestre que </(l'(t))2 + f/(y(t))2 = /4.
6. Utilice la informacién de los itemes anteriores) para graficar la curva.

Solucion:

1. Como —1<sena<ly—-1<cosa<1:
x(t) € [-2,2]; y(t) € [-2,2].
Esto significa que la curva se encuentra dentro del rectdngulo [—2,2] x [—2,2].
= Sit=0:(x(t),y(t) = (2,0)
. T
» Sit= 5: (fﬂ(t),y(t)) = (072)
= Sit=m (2(t),y(t) = (=2,0)



4.6. APLICACIONES III: ANALISIS DE CURVAS EN EL PLANO 447

e Sit= 2 (o(t),y() = (0,-2)

w Sit=2m (z(t),y(t)) = (2,0)

2. = La tangente es paralela al eje X cuando d_y =0.
x

d
9y = 6sen’t - cost
dt

d/
d—f = 6cos® t(—sent)

dy ,
d rFn 6 t t t
dy _ q¢ _ Gsen’tcost  sent .
de  dx 6cos2tsent cost

dt

Por lo tanto:

d
d—y:0<:>tant:0<:>t:0; t=m t=2m
x
Los puntos correspondientes son segun lo calculado en (a):(2,0), (—2,0).
= La tangente es paralela al eje Y cuando:
dz s 3
— =0<=cotant =0<=t=—-; t=—
dy 2 2
Segtn lo calculado en (a), los punto
s correspondientes son: (0,—2), (0,2).

d
3. Site |0, g] = tant > 0. Por lo tanto, d—y < 0. Asi, la curva es decreciente para
x
t €0, 3].
4.
d
d?y d d at (tan?) —sec?t 1
— = —(—tant) = ——tant- — = = =
dz?  dx dt dt dx —6cos?tsent Gcosttsent
dt

d2
Site }O, g [ —sent >0 — d—’g > (. Por lo tanto, la curva es convexa en ]0, g {
x
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22 (t) = 4cosb t = 3\/m2(t) — Vdcos?t

y?(t) = 4sen® t — 3\/y2(t) — Vdsen®t

Por lo tanto:

Va4 Y2 = i))/Z(cos2 t+sen’t) = Vi

6. Por (a) sabemos que el grafico de la curva estd en el rectdngulo [—2,2] x [-2,2], y
por la informacion obtenida podemos bosquejar su grafico:

Figura 4.68: Astroide

Ejercicios propuestos FEn los siguientes ejercicios se pide analizar las ecuaciones pa-
ramétricas de la curva para obtener el grafico dado.

1. Las ecuaciones paramétricas de la Elipse son:

{:U(t) = acos(t)

y(t) = bsen(t)
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N
1

Figura 4.69: Elipse

2. Dada la cicloide cuyas ecuaciones paramétricas son:

a(t — sen(t))

{:U(t)
y(t) = a(l — cos(t))

Analicelas para obtener el grafico:

0 2amw

Figura 4.70: Cicloide

3. Demuestre que las curvas:
(i)
{x(t) = acos(t)

y(t) = asen(t)
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{x(t) = asen(t)

y(t) = acos(t)

Representan una circunferencia de centro (0,0) y radio a. Explique en qué con-
siste la diferencia entre ellas.

4.6.4. Curvas expresadas en coordenadas polares

Un punto P del plano queda completamente determinado conociendo su distancia r
al origen y el dngulo # que forma el trazo OP con el semieje X medido en el sentido
positivo.

Figura 4.71: Coordenadas polares de un punto en el plano

Repitiendo el razonamiento hecho en la introduccién, es facil, deducir que:
x =rcosf
y=rsenf , 0 € [0,2n].

Despejando 7 y € en las ecuaciones anteriores y considerando que la funciéon arcotangente
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tiene recorrido [—%, ] tenemos:

r=/x2+y?
9:arctang, siz>0,y>0.
x
0:7T+arctang, sixz <O.
x
0= 27T+arctany, siz >0,y <0.
x
A los nimeros (6,r) se les llama coordenadas polares del punto P.
Para ubicar en el plano XY un punto de coordenadas (6, ), debemos medir un dngulo

6 a partir del semieje X, en el sentido antihorario si § es positivo y en sentido horario si
0 es negativo. Sobre la recta que forma el dngulo se mide la distancia r desde el origen.
Como r es la distancia del punto al origen en principio es positivo, pero es necesario

darle sentido al punto de coordenadas (6, —r). Por convencién este corresponde al punto
(m+0,r),r>0.

Usando la definicién de circunferencia de centro en el origen y radio a, tenemos que la
ecuacion de esta curva en coordenadas polares es.

T =a.

Podemos observar que se simplifica mucho, en general las coordenadas polares simplifican
las ecuaciones de curvas cuando el movimiento que estas representan son combinaciones
de movimientos circulares.

En general una ecuacién en coordenadas polares se escribe como:

F(r,0) =0 6 r= f(0).

Simetrias Dada la curva r = f(#) diremos que su grafico es simétrico con respecto:
1. Al eje X, si cumple una de las siguientes alternativas:

» La ecuacién r = f(0) no cambia al reemplazar en ella 6 por —6.

» La ecuacién r = f(0) no cambia al reemplazar en ella  por m — 6 y r por —r.
2. Al eje Y, si cumple una de las siguientes alternativas:

» La ecuacién r = f(f) no cambia al reemplazar en ella 6 por m — 6.

» La ecuacién r = f(f) no cambia al reemplazar en ella § por —6 y r por —r.

3. Al origen, si cumple una de las siguientes alternativas:
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» La ecuacién r = f(f) no cambia al reemplazar en ella r por —r.

» La ecuacién r = f(0) no cambia al reemplazar en ella 6 por 7 + 0.

Para analizar su comportamiento y bosquejar su grafico en el plano XY, debemos

calcular y d2y
o dr Y dz?
Considerando:

= f0)
x = r(f)cosb
r(6) sen

Podemos observar que para calcular las derivadas que nos interesan, las ecuaciones de x e
y pueden ser vistas como las ecuaciones paramétricas de la curva r = f(0) en que 6 es el
parametro.Asi, tenemos que:

dz dr
o %COSH—FT(H)(—SGIIQ)
dr
= cosé?@ —senf -r(0)
dy  dr
0 %senﬁ—i-r(ﬁ)(cos 0)

dr
= senH@ + cosf - r(0)

Por lo tanto,

dy
dy _ do
de — dw
do
dr
senH@ + cosf - r(0)

dr ’
cos 0@ —send - r(0)
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donde: r(0) = f(0) y % = % Para calcular la segunda derivada tenemos que:
d%y d (dy
- @ (@)
Cd (dy\ df
= <@> o
d (dy
i)
de
do
Donde:
dr
d (dy) d SeHH@ + cos b - r(0)
o \dx d0 cos 9@ —send -r(0)
do
le—z = COSH% —senf - r(0)

Ejemplo 4.6.18 Dada la curva llamada lemniscata de Bernoulli:
r = 2V cos 20
1. Escriba su ecuacion en coordenadas rectangulares.

2. Analice el tipo de simetria que ella tiene y ubique en plano XY los puntos (6, r(9))

para : 8 = 0, j:%, i%. Bosqueje el gréfico de la curva senalando el sentido del

movimiento.

3. Determine los valores de 6 para los cuales la tangente a la curva es paralela al eje X.

Solucion:
L (22 4+ y%)? = a?(2? — y?).

2. Por ser coseno una funcién par, la curva es simétrica con respecto al eje X. Ademds,
r(0) = r(m — @), por lo tanto también es simétrica con respecto al eje Y.

N———
|
(s [\
= gl
[\
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x = r(0)cosh

= r(f)senf
dx T
- CoS 0@ —rsenf
dy dr
7 senﬁ@ + rcosf
dr —2sen 260

do Vicos20

Los angulos donde la tangente es paralela al eje X son aquellos tales que:

dy dx
w0 "Y "

dy  2senfsen260 + 2cos20cos  2cos 30

do v cos 260 v/ cos 20
dx _ —2sen 36

a9 v cos 20

Por lo tanto, los dngulos que satisfacen la condicién son:

™ 0
0=+— + —.
6" "6
4. Su grafico es:

Y

N
NN,

Figura 4.72:

Ejemplo 4.6.19 Curva Polar » = sen (g)

Tangentes Horizontales Para encontrar las tangentes horizontales debemos encon-

d
trar los puntos donde & _ 0.
dx
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Por regla de la cadena sabemos que:

dy
dy _dy dO _ dy _ dp
de  df dz  dz dz
do
dy dy dx
Luegoa—O@@—O A da#O

Sabemos que las coordenadas cartesianas de la curva se definen por:

2 = rcos(6) = sen <g> cos(0) (1)

y = rsen(f) = sen <g) sen(d) (2)

d
De (2) obtenemos d_z y la igualamos a cero para obtener los angulos en los cuales la
derivada se anula:

W L cos (g) - sen(8) + sen <g> cos(8) =0 (3)

Resolvemos esta ecuacién trigonométrica usando:

- <g) N 1_%08(9); cos (9 N \/@
en (3) queda:

%Sen(e)\/l—i—cosw)+\/1—c205(9)cos(6):0 /. 1 — cos(0)

2 2
1 sen(f) (1 —cos(6)) B
5 sen(0) 5 + 5 cos(f) =0 4
sen?(0) + (2 — 2cos(6)) cos(f) = 0
1 — cos?(#) + 2cos(f) — 2cos?(A) =0 -(—1)

3cos?(f) —2cos(f) —1=0

244443 244
N 6 6

cos(6)

1. cos(d)=1 y
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2. cos(f) = 3

Para (a) tenemos:

cos(f) =1<0=0+2kr k=0,1,2= S} ={0,2r, 47}

Para (b) tenemos:

-1 0 ~ 27T+2k7r k=0, 1:>S’2 {127'(', 127r}
cos(f) = EIA VI _ 5 _
O~ pm+2kr k=0,1= 5 {127r, 127r}

Luego el conjunto solucién para esta ecuacion trigonométrica es:

17 31 41
Sy = Sp U Sz U Sy = {0 2m, 47‘[‘ ™1™ g™ Eﬂ'}
)

Debemos comprobar ahora que 3 (9 20 ,V0eSy

&b @)ooy

Luego:

< 1 dx -1 dz 1
()—5 d9(2”) — #0 5o5(4m) =5 #0

£0
dr (17
( > —0,845 #£0 ,%(Eﬂ'>~0,845750
dx

dr (41
7 (—77) ~ 0,845 #0 7 <Eﬂ'> ~ —0,845 #£0

d
Asi Sy esta compuesto por todos los angulos 6 para los cuales la derivada d_y se anula.
x

Ejercicios propuestos

A continuacion se da una lista de las curvas mas conocidas en coordenadas polares.
Para cada una de ellas se pide:

= Hacer una tabla minima de valores y ubicar los puntos en el plano XY'.
= Analizar si la curva tiene algin tipo de simetria.

= Hstudiar el acotamiento y deducir en qué regién del plano se encuentra.
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= Calcular los dangulos para los cuales la curva pasa por el origen.
= Encontrar los puntos donde la curva tiene tangente paralela al eje X.
= Encontrar los puntos donde la curva tiene tangente paralela al eje Y.

= En los casos que las ecuaciones sean accesibles, determine la concavidad de la curva
analizando el signo de la segunda derivada.

= Al bosquejar el grafico seniale con una flecha el sentido del movimiento.

1. La cardioide tiene la siguiente ecuacién en coordenadas polares
r = a(cos(f) + 1)

r = a(cos(f) — 1).

En coordenadas rectangulares es (22 + y? — ar)? = a®(2% + y?)

v o p

A

N m

P/

Figura 4.73:

2. Bifolio.
r = asen(f) cos*(6).

En coordenadas rectangulares: (22 + y?)? = az?y.

3. Lemniscata de Bernoulli.
r? = a? cos(26).

En coordenadas rectangulares: (2 + y?)? = a?(2? — y?).
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X

Figura 4.74:

Y

N
NI D

Figura 4.75:

. Concoide de Nicomedes.

r = asec(f) £ b.
En coordenadas rectangulares: (x — a)?(z? + y2) = b%22.

Caracol de Pascal.

r=0b-+ acos(f).

Ovalos de Cassini.
(2% 4+ 92 + a%)? — 4a®2? = .

Rosa de tres pétalos.
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Y a>b Y a<b
P
b b AL
Pl A A
X X
0 a a

Pl

Figura 4.76:
Y a>b Y

Figura 4.77:

8. Rosa de cuatro pétalos.

9. Rosa de n pétalos.

Si k es par, n = 2k, si k es impar, n = k.

10. Espiral de Arquimedes.
r = ab.

11. Espiral hiperbdlica.
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y a > cC
P
N 1+
¢ __/

Figura 4.78:

Figura 4.79:
r = asen(30) r = acos(36)
Y Y
\
\
\
~ - \
R 9. O\
RS e \
/ /
a//
a )/
/
\[/ ’

Figura 4.80:
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r = asen(20) r = acos(26)

Y

Figura 4.81:

r = asen(k0) r = acos(k0)

o
S
%
K N
8

Figura 4.82:

rf = a.
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Figura 4.84:

Grafica parcelada de r = sen (g)
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Y Yy Y Y
1 1t 1t 1t
—
s DD
-1 0 1 -1 0 1z -1 0 1z -1 0 1z
—1r -1 -1 —1t
() 0<0< 5 (byo<o<= (c)o<o<z (d)o<g<in
Yy Yy Y Y
1r 1r 1 1r
—1 —1t 1t —1t
(e)0<H< 3T (flo<o<or (g)0<<im (h)0<H<ir
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4.7. Aplicaciones IV: problemas de maximo y minimo

Los problemas de maximo y minimo tienen cierta rutina que es bueno practicar. En
general, del enunciado debe encontrarse la funcién a optimizar. Si ésta resulta una funcién
que depende de mas de una variable, entonces de los datos del problema se deben deducir
relaciones entre las variables de modo que estas permitan reemplazar en la expresion de
la funcién las otras variables para que la funcién que nos interesa sea una funcién de
una variable. Sélo entonces se aplican los teoremas que permiten determinar maximos y
minimos.

1. Demuestre que entre todos los rectdngulos con diagonal dada d = 1, el que tiene
mayor area, es el cuadrado.

Soluciéon: Considerar un rectangulo de lados x e y.

Figura 4.85:

Como d =1, se tiene:
2?4 y? = 1.

La funcién que debemos ser maximizar es:
A(z,y) = vy = V1 — 22. Se elige el signo positivo para x e y, pues son longitudes.

A(z) =21 — a2 x € [0,1]
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Asi tenemos:

1- 1—a%—2? 1 — 222
Al)=vV1—-224+1 —— - (—22) = = )
(@) 2v/1 — 22 (~22) V1 — 22 V1 — 22
Entonces,
1
A@)=0 < r=+—.

V2

Por lo tanto:
T = maximiza A(z). El correspondiente valor de y es

75
=vV1—a2?2=4/1-= Luego

El rectangulo pedldo es un cuadrado.

xr =
yﬁ

2. Se necesita fabricar una caja rectangular, de base cuadrada, sin tapa y cuya capa-
cidad (volumen) sea de 500 cm?. Calcule las dimensiones que debe tener dicha caja
de manera que el material empleado sea minimo.

Solucion: Para que el material empleado sea minimo, debe ser minima el area
total de la caja A = 22 + 4zy = A(x,y).

Como V = 2%y <= 500 = 2%y <= y = ; reemplazando esta igualdad en A,

22
queda.
Alx) = 22 + 4z @
20096
Alz) = 22+ -
A(z) = 2x + 2000(—1)z2
2000

Alz) = 0 <= 235——2:0

— 23— 2000 =0

< (v —10)(z% + 10z + 100) =0

<— x = 10; ya que

22 + 102 4+ 100 no tiene raices reales

Usando Criterio de la segunda derivada, se tiene que:
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A'(z) =2 —2000(—2)x~3

4000
A'(10) =2+ ——=2+14
(10) + 1000 +4>0
Por lo tanto:
x = 10 minimiza A(z)
W
YT Too0

x =10,y = 5 son las dimensiones que minimizan A(x,y).

3. Se va a cortar una viga con seccion transversal rectangular de un tronco de seccién
tranversal circular con radio r conocido. Se supone que la resistencia de la viga es
directamente proporcional al producto del ancho por el cuadrado de la altura de su
seccién transversal.Encuentre las dimensiones de la seccién transversal que dé a la
viga la mayor resistencia.

Solucién:

» (1) R(x,y) = Czy* C constante positiva.
s (2) y? + 2% = (2r)? ( Teorema de Pitégoras en el rectangulo.)

La funcién a maximizar es R(z,y). En la ecuacién (2) se despeja y?, y se reemplaza
en (1):

R(z) = Cz(4r® —2?)

= 4Cr%z — C2?
R(x) = 4Cr*—3Cx?
R(z)=0<= C4r?-32?) = 0= 4’ -322=0—=

2r
(2r —V/3z)(2r +V3z) = O(E’x:i%

2r
Por ser x una longitud, se elige © = —.

V3

Para verificar que este valor de x maximiza la resistencia, se puede usar el criterio
de la segunda derivada.
/!
R'(z) = —6Czx
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2r S . :
Por lo tanto, en z = 7 la funcién R(x) alcanza un méaximo, el correspondiente

valor de y es:

4r2
2 2
S
y°+ 3 T
]r2 2
2
Y 3 Y r 3

4. Problema de la vaca perezosa que se convirtié en fisica
Este es un viejo problema que aparece bajo diferentes formas en muchos textos.

Al atardecer, las vacas entran a un corral por una puerta ubicada en un punto A;
luego se dirigen automaticamente a un estero a tomar agua. Kl estero sirve como
limite del canal. Después se dirigen a la puerta del establo, ubicada en B.

Figura 4.86:

Una vaca muy perezosa y, por lo tanto, inteligente, quiso minimizar el nimero de
pasos que deberia efectuar para ir primero al estero, beber agua y entrar al establo
a dormir. Procedi6 de la siguiente forma:

El estero estd sobre una recta que tomé como el eje X; el eje Y lo tomé como la
perpendicular de A al eje X. Llamé P = (x,0) al punto en el estero en el cual deberia
beber para minimizar el nimero de pasos.

Como en la figura 2.6.2, sean A = (0,a), B = (¢, b),

s =|AP|+ |PB| = Va? + a® + \/(c — x)? + b2
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Figura 4.87:

para hallar donde s es minima, la vaca procedié como sigue:

@_ T B c—x
dr  a?+a2  /(c—x)2+ b2

luego

ds 0si o si x c—x

— =0 sl y sélo si = .
dx Y Vr2+a?  \/(c—x)2+ b2

Esta ecuacién debe resolverse para x € (0,c¢). Si & no estuviese en el intervalo, los
signos de los miembros de la ecuacién serian distintos.

Elevando al cuadrado se obtiene:
2 [(c — 2)? + %] = (c — 2)*(2* + a?),

cancelando x?(c — x)? se llega a b%z? = a?(c — x)?, luego bx = +a(c — z). Como se
debe estar en el intervalo (0, ¢) sélo sirve el signo +. Por lo tanto,

ac
a+b

Calculando ahora la segunda derivada de s respecto a x tenemos:

P v
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Esta derivada es positiva para todo x € R; por tanto, s tiene un minimo relativo en
ac d?s . ..
T = y por ser —— de signo constante, este minimo es absoluto.
a+b dz
Como el problema inicial es un problema geométrico, observemos que si « y (§ son
los dngulos indicados en la figura 2.6.2, entonces :

C—Xx

z
————y C08f} = ——————,
Va? 4 a? Y v Vi(e—x)? +b?

., ds )
por lo tanto, la ecuacion — = 0 se convierte en cosa = cos 3. Como « y (§ son

CoOs x =

x
angulos agudos, la unica solucién es o = . Luego, la vaca se dirigié a beber agua a
un punto P en la orilla del estero, de tal modo que éste forma angulos iguales con
las rectas que van de P a la puerta A y a la puerta B.

Esa noche nuestra vaca pensé que un rayo de luz tiene un comportamiento similar
al problema que acabamos de resolver. Imaginé que R es la superficie de un espejo
en un medio de indice de refracciéon constante y que un haz de luz decide ir de A
hasta B, reflejandose en el espejo. Para minimizar el tiempo, la luz debe seguir el
camino ya calculado. En este contexto « se llama angulo de incidencia y (3 es el
angulo de reflexion y se tiene el conocido principio que al reflejarse un rayo de
luz sobre un espejo en el vacio, los angulos de reflexién y de incidencia son iguales.
Lamentablemente para nuestra vaca este principio fue anunciado por el gran fisico-
matematico Pierre de Fermat en el siglo XVII y se llama en éptica ley de reflexion.

Use este principio en su mesa favorita: la mesa de pool.
5. Con un trozo de material rectangular, se forma una caja abierta suprimiendo de cada
esquina cuadrados iguales y doblando los lados hacia arriba. Hallar las dimensiones

de la caja de mayor volumen que se puede construir de esta manera, si el material
tiene dimensiones a y b.

Solucién:
La situacién geométrica es la siguiente:
Volumen de la caja = V(z) = (a — 2z)(b — 2x)z. Luego
V(x) = 423 — 2(a + b)x? + abx
y su derivada es:
V'(z) = 122% — 4(a + b)x + ab.

(a+b) ++va?+b%—ab
6

V'(z) se anula en x4 = . Ambas raices son reales y positivas,

entonces, como
V"' (z1) = 4/ a? + b% — ab,
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Figura 4.88:

se tiene un maximo en z_ y un minimo en z,. Las dimensiones de la caja son: largo
=a—2r_,ancho =b—2z_ y alto =z_.

Una tropa de scouts saldra de campamento y necesitan comprar genero para construir
carpas coénicas, sin piso y de un volumen dado. Para disminuir los costos del campa-
mento necesitan comprar el minimo de genero. Entonces se preguntan: ; Qué relacion
debe existir entre la altura de la tienda y el radio del suelo para que el area lateral
sea minima?

Solucién:

1
El volumen es V = §7r7*2h y se quiere minimizar S = 7rv/r% 4+ h2. Podemos despejar

h en funcién de r en la expresién del volumen y reemplazar en .S para que nos quede
una funcién de una variable S(r) a la cual podemos aplicar los procedimientos de
la seccién 2.5. Pero esta vez utilizaremos un método diferente que puede ser 1til en
situaciones mas complejas.

Queremos minimizar S = 7wrvr2+ h2, lo que es equivalente a minimizar W =

2
<§> =7+ r2p2
™

Derivando V' y W respecto a r obtenemos,

av ,dh
= — = — 2 —_—
0 o =3 < rh+r dr)’

... dh 2h
lo que implica — = ——.
dr r

aw_ 403 + 2rh? + 2r2h@.
dr dr
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aw
Por tanto, e 2r(2r2—h?), y las raices de esta ecuacién se obtienen para h = /2.
T

2
9
cuando - =/2.

= 1212 4 6h® > 0, se advierte que S tiene un tnico minimo absoluto

Como

7. De todos los triangulos isdsceles inscritos en una circunferencia de radio r, ; Cual es
el que tiene area maxima ? Solucion:

Figura 4.89:

Area = y(r + ) , usamos la relacién 22 + y? = r? para reemplazar una de la
variables en funcion de la otra, y nos queda

Aly) = y(r +/r?2 —y?).

Aly) = r+ Tz_yQ_,_li
2./r2 — 2
o=y 4 =2y

A'(y) =0, es equivalente a 7/72 — 32+ r? —2y? = 0, ecuacién que tiene solucién
rv3
2

. Con este valor de y podemos calcular x :
AN

2=r2_ (L -
2 4

Para calcualr el lado z del tridangulo de la figura, aplicamos nuevamente el teorema

y:

i r
Es decir, z= - .
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de Pitagoras:

Por lo tanto z = r/3.

Verifiquemos que el valor de y encontrado es efectivamente un maximo para el area

3
calculando el signo de la segunda derivada en i .

Ay = Tyt
(7"2 _ y2) /7"2 _ y2
ar (T3 g erv3 L 303
2 B 2 4

33
<

0.
4

8. Entre todos los tridngulos rectdangulos con perimetro 2p , j cual es el que tiene area

maxima 7.

Solucién:

z
x
Y
Figura 4.90:
De la figura tenemos
r+y+z = 2p (4.68)
N T (4.69)
A=Y (4.70)
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De la ecuacién (4.68) tenemos:

z = 2p—x—vy , elevando al cuadrado se tiene
22 = 4p®+ 2% +y® —4dpr — 4py + 2xy , en virtud de la ecuacién 4.69 nos queda
49> = dpx +4py — 2zy , despejando y obtenemos
_ 2p(p—=)
yo=
D — T

Este valor de y lo reemplazamos en la ecuacién (4.70) para dejar el drea expresada
como funcién de una variable:

$—$2
Alz) = (pz]gT)p

Entonces,
z? — dpz + 2p®)p
(2p —x)?

Para que se anule A’(z) , basta que se anule el numerador, por lo que debemos
resolver la ecuacion

o)~ ¢

z? — dpx + 2p® =0,

cuyas soluciones son:

r=p(2+V2).

De estas dos posibles soluciones debemos elegir = = p(2 — /2) , pues el otro valor
es mayor que el perimetro, lo cual no puede ser. Con este valor de « calculamos
yy z Asi, y=p(2—-+v2), z=2p(v/2—1), lo que nos dice que el tridngulo es
isésceles.

Ahora verificaremos que los valores corresponden a un maximo usando el criterio de
la segunda derivada.

pl(2p — 2)* (22 — 4p) — (2® — dpx + 2p*)(2(2p — 2)(-1))]

A// (w) —

(2p — x)*
~ p(2p—x) [(2p — 2)(22 — 4p) + 22% — 8px + 4p?
B (2p —z)*
20— x

El signo de la segunda derivada nos confirma que los valores obtenidos corresponden
a un maximo.
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Si la suma de dos variables = e ¥y es constante, ;jpueden la suma de sus
cuadrados y la suma de sus cubos tener un maximo y un minimo ?

b) Una recta de longitud [ estd dividida en dos segmentos que sirven de didmetros
a dos esferas. ;Cual es el maximo y el minimo de la suma de los volimenes de
las dos esferas ?

Solucion:

a)

Si 24y = ¢ entonces, x = y—c . la funcién por analizar es f(y) = (c—y)2+y2.

c
f'(y) =0 implica —2(c —y) + 2y = 0. Lo que nos da los valores = =y = 3
Como f"(y) = 4, quiere decir que x2+%? alcanza su minimo para = =y = g .
Como tanto x como y varian entre 0 y ¢, f alcanza su maximo en los
extremosz =0 e y=c. Sea g(y) = (c—2)3+y> = -3y +3cy®> — > +4°
la suma de los cubos.

c
d(y) = =3¢ +6cy = 0 implica y = 3 lo que a su vez determina el valor de
c
T=5- Como ¢"(y) = 6¢, los valores obtenidos dan un minimo de la funcién.
) owxd oyl
x +y =1, usando el resultado anterior tenemos que la funcién o + e
alcanza su minimo para x =y = — y el maximo cuando = o ¥y es nulo, es

2
decir, cuando sélo hay una esfera.

10. Determine las bases del trapecio de area maxima inscrito en un semicirculo de radio

T

Solucién: Supondremos, para obtener drea méaxima, que la base mayor del trapecio
esta sobre el didmetro del semicirculo.

Figura 4.91:

h h
El drea del trapecio es A = 2(T—) + Q(w—) =(r+z)h=r+a)Vr2—z2>0.

2 2

2

Méximizar A es equivalente a méximizar A% = (r +)%(r? — 2?), pues A es positiva.
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d A2 9 r 9

d—:2(r+m) (r—2z)=0 < z =7 pues (r+z)°#0
T

d? A?

3vV3
Luego las bases del trapecio son 2r y r. El drea méaxima es A = Tfrg.
11. Se tiene una cuerda de longitud [ con un lazo corredizo que envuelve una columna
cilindrica de radio 7. En el extremo P de la cuerda se ejerce una fuerza de tal
magnitud que la rompe.

vl — — — — — — L

B

Figura 4.92:

Determinar la distancia x del centro O del cilindro al punto P.

Solucién: Sean:

xr=0A+ AP
l=2mr—2ra+2AB + AP
Entonces,
r—0A=AP=1—-2n+2ra —2AB,
esto es:
r=1+0A—-2r(m—a)—2AB.
Como OA = — y BA = rtanq, se tiene :

COS ¥

z(l)=1+r

—2(m — a+tana)
cos «
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Busquemos los valores extremos de esta funcion:

dx sen o 2 sen o — 2sen? o
=r 2 T2 T 2
dao cos? « cos? « cos? «
Sia#3%, % =0 < sena—2sen’a = sena(l —2sena) = 0 < a =
0 obien a= %

dz . . - . "
Como don pasa de positiva a negativa en o = 5y de negativa a positiva en o = 0,
«

tenemos en a = ¢ un punto de maximo.

También se puede obtener este resultado evaluando x(0) y x(%):

{ z(0)=1+r((1—2m)~1—5,2832r

w(l)=2+7(L -2 (r— 5+ L)) ~1-52358

Luego se tiene z(§) > x(0), lo que implica que  tiene un maximo en §.

Una cancha de futbol mide 90 x 61 metros, y los arcos tienen un largo de 11 me-
tros. Un puntero izquierdo, que chutea muy bien, se mueve pegado a su costado.
LA que distancia del banderin del corner debe chutear para obtener las maximas

posibilidades de marcar un gol?

Solucién: Veamos primeramente la situacion geométrica:

—b—
—a—
[ 2L |
w
T (0%
| ;

Figura 4.93:
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13.

Queremos maximizar w = « — 3, lo que es equivalente a méaximizar su tangente.

_ tana—tanf
~ l+4tanatanB

tanw = tan(a — )

_ 2 ) _
Como d tanw _ (b—a)(z*+ ax) — 22(b— a)x S0 e aa? — ba? 4 ab? — a2b—
dzx (22 + ab)?

0 < 2%(a—0b) —abla—b) =0, y esto ocurre solo si z = Vab ( pues (a —b) # 0)
Por otro lado, se tiene que 2a + 11 =61 y a+ 11 = b, lo que implica que a =25 y

b = 36. Luego = = vab = v/25 - 36 = 30 metros.

Dada una circunferencia de radio r. De todos los triangulos iséceles circuncritos,
determine el de menor area.

Solucién:

0 B x

Figura 4.94:

Observe que el AADE es rectangulo en E.
Consideremos z = BC e y = F A, luego

E2:(y+r)2—r2:y2+2ry.
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De los teoremas de semejanza de triangulos, tenemos que:

NAABC =2 NAED.

Entonces,
r  y+2r
r  AE '
esto es,
xr  y+2r
r V2 + 27'y.
Por lo tanto,
2
T = rly+2r) (4.71)

VY2 + 27'y.
La funcién que queremos minimizar es el darea A del triangulo OC A. Como Area=

x - h = x(2r +y), entonces el area estd dependiendo de dos variables x e y. Para
dejarla como funcién de una variable usaremos la ecuacion 4.71 y nos queda:

r(y + 2r)?

Vyly+2r)

A(y) =

r(y+2r)2(y +r
2r(y + 2r)\/y? + 2ry — y fi—(ery )
Y2+ 2ry

2r(y + 2r)(y? + 2ry) — r(y + 2r)%(y + 7’)‘

(Y2 + 2ry)\/y% + 2ry

Si A'(y) = 0 se debe tener que 2yr((y + 2r)* — r(y + 2r)%(y + r) = 0, es decir,
r(y+2r)%(y —r) = 0, esto es,

y=—2r

y=r.

El valor y = —2r se descarta pues es negativo, por tanto y = r.

Aly) =

El valor correspondiente de x es:

r(3r 3r
_ e 3

Vr24+2r2 /3
y el drea minima es 3v/3r2. Ahora, debemos verificar que este valor de z y de y
minimizan el 4drea. En este caso , debido a la factorizacién de A’, es inmediato
usando el criterio de la primera derivada.
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14. Doble una hoja de papel rectangular haciendo coincidir el vértice C' con un punto
del lado AD. Determine x para que la longitud del pliege | sea minima. Obtenga
ademas la longitud del pliege minimo.

A

Figura 4.95:

Solucién:

Figura 4.96:

Usando el teorema de Pitagoras, tenemos:

w? = 2% — (a — x)? (4.72)
12 =a% 442 (4.73)
(y —w)? +a® = y* (4.74)
Por (4.74) tenemos que

w2+a2
2w

y:
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Entonces

y usando (4.72) se tiene que
(2% — (a — 2)% + a?)?
A(2? — (a —x)?)
5 [2?—a® + 2ax — 2% + a?)?

=2+

-7 4(2? — a? + 2ax — x?)
2
9 ax
=x .
+2x—a

Asi,

2
l=1\]z2+ i
2r —a

Por otro lado, como /x es creciente, basta minimizar la cantidad subradical, es decir:

fla) = a4 2

2¢ —a

20z (21 — a) — 2ax?

/
=2
_ 2z(2z — a)? 4 4aa® — 2’z — 2a2?
(2x — a)?

Si f/(x) = 0 se debe tener que
2x(42? — 4ax + a*) + 2a2® — 2a%z = 0,

esto es,
x(4x — 3a) = 0.

a
Por lo tanto, x = —.

La verificacion que este valor de x minimiza [ y el cdlculo del valor minimo de [ se
deja al estudiante.



4.7. APLICACIONES IV: PROBLEMAS DE MAXIMO Y MINIMO 481

Ejercicios propuestos

1.

2.

Entre todos los rectangulos de perimetro dado, encuentre el de mayor area.
Entre todos los cilindros circulares rectos de volumen dado, hallar el de menor area.

Se quiere cerrar un potrero en forma rectangular y dejar uno de los lados en un rio
recto. Si se dispone de 1,000 metros de alambre y el cerco debe ocupar 3 corridas de
este alambre, jcudl es el potrero de mayor area que se puede cercar con este alambre?

Una escalera de 6 metros estd apoyada sobre una pared de 2,80 metros de altura.
Determinar la proyeccién horizontal maxima del saliente de la escalera al desplazar
de la pared el pie de la escalera.

Indicacion: Use como variable independiente el angulo que forma la escalera con el

suelo.

Considere el punto (a, b) en el primer cuadrante. Hallar los puntos de la curva senala-
da mds préximos al punto (a,b).

a) y= a2
20, Y
b = =1.
) x° + 5
c) 22—y =1.

El agua sale de un estanque hemisférico (base circular) por un orificio del fondo. Sea
h la altura del agua por encima del orificio y V' el volumen del agua que queda en el
estanque en el tiempo ¢. La fisica dice que — es proporcional a v/h. Pruebe que el

descenso del nivel del agua es minimo cuando la profundidad es dos tercios del radio
de la base.

Un camion debe recorrer 500K m a una velocidad constante v % El litro de bencina
cuesta $200 y el consumo del camién es 10 + %0 litros por hora.
El conductor cobra $7.500 por hora y cumple (excepcionalmente) las reglas del tran-

sito, es decir, 50 < v < 100. Determine la velocidad méas econdmica y el costo del
viaje.
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4.8. Aplicaciones V: Razén de cambio y diferenciales

4.8.1. Razones de cambio
La razén de cambio de una funcién y = f(x) es una forma de interpretar la derivada

de la funcién como veremos a continuacion.

Observemos que si el argumento z se incrementa en Az, entonces a la funcién y le
corresponde un incremento Ay. Asi tenemos:

y+ Ay = f(x + Ax).
El incremento de la funcion Ay correspondiente al incremento del argumento Ax se obtiene
de:
y+Ay = flz+ Ax)
y = flx)
Restando miembro a miembro las dos ecuaciones anteriores, se tiene:

Ay = f(z+ Azx) — f(x).

Definicion 4.8.1 1. La razén de cambio promedio de la funcién y en el intervalo
de valores del argumento desde x hasta z + Az se expresa por la razén:

Ay _ fla+An)— ()

Az Az

A
El cuociente i indica el nimero de unidades del incremento de la funcién por

x
unidades del incremento del argumento.

2. La razén de cambio instantanea de la funcién y, como ya lo hemos visto, es:

Ay fle+Ax)— f(z)
A T A Ar = f@).

Ejercicios resueltos
1. Encontrar la razén de cambio promedio de una funcién y = 42® — 2z + 1 cuando z
cambia de 2 a 2, 5.
Solucién: Sean x1 = 2 y 29 = 2,5, entonces Az = 2,5 —2 = 0,5. Como y; = 29,
Yo = 58, 5; por lo tanto, Ay = yo — y1 = 29, 5. Luego,
Ay _ 295 _
Az 0,5

99.
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Ahora calcularemos la razén de cambio para cualquier valor del argumento.
y+ Ay =4z + Az)® — 2z + Az) + 1,
y como
y =42 -2z +1

Restando obtenemos:
Ay = 122° Az + 122(Ax)* 4 4(Az)® — 2(Ax),

entonces

A
A—i = 1222 + 122A7 + 4(Az)? — 2.

A
Observemos que si Ax — 0, entonces il AN 1222 — 2.

Ax
2. Calcular la razoén de cambio del area de un circulo con respecto a su radio.
Solucién: El drea de un circulo es A = 7. Luego

AA  w(r+ Ar)? —mr?

v - = 2mr + wAr.

Entonces, cuando Ar — 0 queda la longitud de la circunferencia.

Si se tiene un circulo cuyo radio es 2c¢m jCuanto se incrementa el drea si el radio
crece en lem 7

AA
Como r =2, Ar = 1, entonces de — = 27r + wAr, se tiene AA = 5.

Ar

Ejercicios propuestos

1. Encuentre la razén de cambio promedio de las siguientes funciones:

1+senx
y:6:c2—3:£+1 ; Y = cos z? ; y:;

)

2
cuando x cambia de 3 a b5y de-1 a 1.

2. Calcule la razoén de cambio del area de un triangulo respecto a su perimetro.

3. Calcule la razén de cambio del volumen de un cilindro respecto del drea de su base,
manteniendo fija la altura. ; Es esta razén de cambio la misma si ahora mantenemos
fija el drea de la base y movemos la altura?
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4. a) Un objeto circular va aumentando de tamafno de manera cuando el radio es 6,
la tasa de variacién del mismo es 4. Encuentre la tasa de variacion del area
cuando el radio es 6.

b) Suponga que el objeto circular de (a) es la seccién transversal de un objeto
esférico. Encuentre la tasa de variacién del volumen cuando el radio es 6. (
Volumen de la esfera = %ﬂr?’.)

¢) Suponga que la tasa de variacién del drea de la seccién transversal circular es
5 cuando el radio es 3. Encuentre la tasa de variacién del volumen cuando el
radio es 3.

5. Si la poblacién de una ciudad crece a partir de 10° habitantes a una cantidad P(t)
dada por :
P(t) = 10°% + 103#2,

donde t se mide en anos.
a) Determine la rapidez con crece la poblacién.

b) Determine la poblacién despues de 10 anos.

¢) (Cudl es la tasa de creciemiento cuando ¢ = 10 anos 7

4.8.2. Diferenciales

La diferencial de una funcién y = f(x) se define como:
df () = f'(z)dz o simplemente dy = f'(x)dx.

Por ejemplo si f(z) = 3x*—22+1, entonces dy = (122% —2)dz. Si g(z) = sen? 3z, entonces,
dy = —6sen 3z cos 3zdr.
Observemos que si y = f(x), entonces su diferencial es dy = f/(x)dx y como ya hemos

visto f/(x) = d—y, por lo tanto podemos escribir dy = Y .
T

x
Gracias a esta observacién podemos realizar formalmente las reglas de operacién del célculo
de derivadas con diferenciales. Por ejemplo:

du dv
du+v) = %dm + %dm = du + dv.
dv du
d(u-v) = u%dw + U%dl‘ = udv + vdu.
du dv

; (E) _ v%dx - u%dx _ vdu — udv
v v2 v2 '
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La regla de la cadena para y = f(z) , x = g() toma la forma:

dy = Z_zfl_f;de — [/(@)g'(6)d6 = f'(9(6))'(8)do.

Interpretacién geométrica de la razén de cambio y el diferencial. Observemos
primeramente que el incremento Ay = f(z + Az) — f(z) lo podemos pensar como una
funcién que depende de = y de Az, es decir, Ay = A(z, Az).

Fijemos x como zg y definamos Az = h pequeno, entonces el incremento Ay es :

Ay = Ay(h) = f(zo + h) — f(zo).
Sea T'(z) la ecuacién de la recta tangente a f en xg, cuya ecuacién es:

T(x) = f(zo) + f'(x0)(x — x0).

Como T'(x) es la mejor aproximacién lineal de f(x) en una vecindad de xg, o lo que es no
mismo, f(x) ~ T'(x) para valores de x muy cercanos a .
El incremento de Ay para T'(x) es:

AT(}L) = T(l’o + h) — T(w()).
Pero,

T(xo + h) — T(x0) = f(x0) + f'(x0) (o + h — xo) — [(f(x0) + f'(2z0)(x0 — x0)],

Luego,
Ar(h) = f'(xo)h.

Comparemos en un grafico Ay y dy.

Figura 2.9.1: Comparacién entre Ay y dy.

La diferencial tambien puede interpretarse como una funcién lineal de R en R,
de la siguiente manera: h — f’(xg)h. Es usual denotar esta funcién por dy(h), es decir,
dy(h) = f'(zo)h.

Observemos que x — dy es una funcién cuyo dominio es el dominio donde f es derivable
y su recorrido esta en el espacio de las funciones lineales de R en R. Esta interpretacién es
muy util, pues para funciones de varias variables no es posible generalizar el concepto de
derivada pero si el de diferencial, que serda una aplicacién lineal cuya matriz en las bases
canonicas tiene por coeficiente las derivadas parciales.

Ejercicios resueltos
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Y y = f(z)

>

r x4+ Ax

Figura 4.97: Ay = f(z + Az) — f(x)

. Si f(x) = 32* — 22 + 1, entonces dy = (1223 — 2)dz.

. Si g(z) = sen? 3z, entonces dy = —6sen 3z cos 3xdx.

Siy = 23, entonces dy = 3z%dzx.
d(tg 0) = sec? 6do.
9 dy dx

, ¢ =senf, entonces dy = —— — dfl = 2sen 0 cos 6df.

Sty = dz df

3
Calcular M.

d(sen z®) = (cos 23)d(2®) = cos 2*(32%dx) = 322 cos x3dx.

d
Calcular d—y si 22 +y2 —22y% = 0.
x

Tomando formalmente diferenciales a ambos lados de la ecuacion: tenemos,

0 = d(z%) +dy®) + d(—2zy?)
= 2uxdzx + 3y’dy — 2d(zy?)
= 2xdx + 3y dy — 2ydx — daydy
= (22 —2y%)dx + (3y° — dzy)dy

Despejando en la iltima ecuacién, obtenemos:

dy 2y? — 2z

dr  3y? —4day’
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Observacién:Estos diferenciales que, en rigor, se llaman diferenciales de primer
orden son de gran utilidad para calcular antiderivadas o primitivas de funciones,
como se vera mas adelante. También existen los diferenciales de orden superior y su
operatoria formal es la de las derivadas de orden superior.

Si dy = f'(z)dx, entonces d*y = f"(x)dz? y , en general, d¥y = f*)(x)dz*.

8. Siy = f(z) = 2cos®z, entonces dy = —6 cos? x sen zdz.

2

d?y = (12 cos x sen? z — 6 cos® x)dz?.

2

9. Encontrar d—g cuando y viene dada implicitamente por la expresién 23 —2zy+y? = 1.
x

0 = 322de —2ydx — 2zdy + 4y3dy
= (32 — 2y)dx + (4y> — 2x)dy.

Por tanto,
dy 2y — 322
de — 4y3 — 22’
dy dy
4y® — 22)(2—> — 62) — (2y — 32?)(12y* == — 2
@:(y )27 — 62) — (2y — 327) (12"~ )‘
dx? (4y3 — 2x)?
d
Reemplazando d—y en la ultima expresion, nos queda:
x
d*y (22 +2)(2y — 32?%)(4y® — 22) — 6z(4y® — 22)% — 12y%(2y — 32?)?
dz? (493 — 22)3 :

Ejercicios Propuestos

1. Calcule un valor aproximado de dos decimales para:

) VIE
) Y78
)

s}

=
[0/¢)

)
w0
==}

en

(0,2)
d) cos(—0,2)

2. Determine una solucién aproximada en [0, 7|, con dos decimales, para la ecuacion:

cotx—1,1=0
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3. Determine solucién aproximada, con dos decimales, de la ecuacion:

22 +8,4=0

4. ;Cuanto varia el area de un disco, cuando el radio crece de 2 a 2.007 cm?

5. Cuénto varia el volumen de un cubo, cuando su arista varia de ¢ a a + Al cm.
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4.9. Aplicaciones VI: Fisica del movimiento

Supongamos una particula que se mueve en linea recta en el eje cartesiano. Sea s(t) el
desplazamiento de la particula, es decir, la coordenada de la particula en el instante .
El desplazamiento més elemental ocurre cuando s(t¢) es una funcién de tipo lineal de ¢; en
tal caso,

s(t) = vt + sg, con v, sy € R.

so se puede interpretar como la posicién inicial (posicién de la particula en el tiempo
t = 0) Veamos ahora como podemos interpretar la constante v.
Observemos que para dos valores cualesquiera de ¢, digamos, t1 y to se tiene

s(t2) — sltr)
to — 11

v se llamard la velocidad de la particula, que en términos fisicos es la variacién del
desplazamiento durante un intervalo de tiempo dividido por el tiempo transcurrido. El
valor absoluto de este nimero se llama la rapidez del movimiento. Si la velocidad es
positiva, la particula se mueve hacia la derecha y si esta velocidad es negativa se mueve
hacia la izquierda.

Reciprocamente, supongamos que la velocidad de la particula es constante e igual a v
y su desplazamiento en el instante tg es sg, entonces podemos calcular el desplazamiento
en cualquier instante del tiempo por:

s(t) — s(to)

:’U7
t—to

lo que implica s(t) = s(to) + v(t — to). El grafico de s(¢) es una linea recta con pendiente
v.

Ahora si s(t) no es una funcién lineal de ¢ (como hemos visto en la introduccién de
2

. t .
este capitulo en un cuerpo en caida libre s(t) = 97), entonces la razon:

s(t2) — s(t1)
ty —

deja de ser constante. ;Qué entenderemos ahora por velocidad 7 A este cuociente lo llama-
remos velocidad media de la particula en el intervalo de tiempo [t1, t5]. Este nimero da
una buena idea de la velocidad promedio; pero nuestro objetivo es dar una idea de veloci-
dad instantdnea. Queremos v = v(t). Para ello se procede como ya lo hemos explicado,
considerando t1 = t, to = t + h y tomando el limite cuando h — 0, es decir,

s(t+h) —s(t)

o(t) = lim === = ()
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Si conocemos v(t) y el desplazamiento en un instante tg, ya no es tan facil calcular
el desplazamiento en un instante cualquiera s(t), pues debemos resolver una ecuacién del
siguiente tipo:

s'(t) = v(t), con s(tg) = so.

Por ejemplo, si v(t) = gt, entonces s(t) = g(t — t9)? + so. Estas ecuaciones se llaman

ecuaciones diferenciales y la incdégnita es una funcién de la cual se conocen relaciones
entre sus derivadas. Volvamos a nuestra particula. Si suponemos ahora que la velocidad
v(t) es una funcién lineal del tiempo ¢, es decir,

v(t) = at + ap, con a,vy € R.

vo se puede interpretar como la velocidad inicial ( velocidad de la particula en
el tiempo ¢t = 0) Veamos ahora como podemos interpretar la constante a. Llamaremos
aceleracion media a la variacién de la velocidad durante un intervalo de tiempo dividido
por el tiempo transcurrido:

'U(tz) — U(t1) .
to—t1
De igual manera que la velocidad, el signo de la aceleracion significa que la velocidad crece
o decrece con el tiempo dependiendo si es positiva o negativa .

Si este cuociente deja de ser constante, procedemos como en la velocidad instantdnea

para definir la aceleracién instantanea:

a(t) = lim w — (1),
Como ya sabemos que v(t) = s'(t), entonces a(t) = v'(t) = (s'(t)) = s"(t). Es decir, la
aceleracion es la segunda derivada del desplazamiento respecto del tiempo.

Realicemos ahora el camino al revés, supongamos que la aceleracién es constante e
igual a a, la velocidad en el instante ¢y es vy y la posicién inicial en ¢y es sg. Calculemos
v(t) y s(t). Como ( (

v(t) — v(to)
f—ty "
entonces v(t) = vg + a(t — tp).

Ahora queremos calcular s(t); primero observemos que s(¢) no puede ser una funcién
lineal en t, pues debemos tener,

s'(t) = v(t) = vo + a(t — to).

Entonces, pensando en el ejemplo de caida libre y lo que conocemos de célculo diferencial:
a

5 (t — to)? + so.

s(t) = vo(t —to) +
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El problema es méas complicado si la aceleracién a(t) no es constante, debemos resolver en
este caso
a(t) =v'(t) y s'(t) =v(t)
es decir,
s"(t) = a(t).

que es nuevamente una ecuacién diferencial, pero ahora es de segundo orden,pues aparecen
involucradas derivadas de orden dos.

Los siguientes ejercicios, que son los tipicos de un curso de fisica elemental ayudaran
a entender estas definiciones.

Ejercicios resueltos

1. Estudiemos la siguiente situacion:
Lancemos verticalmente desde el suelo con un resorte una pelota al aire con una
velocidad inicial vy = 29,4 n y supongamos que el desplazamiento en el instante ¢
estd dado por "
s(t) = 29,4t — 4,9t>

a) Calculemos la velocidad media en el primer medio segundo, un segundo después
y desde el primer al segundo segundo.

1
1y —5(0
o = QSO g m
3 seg
1) —
o = SOy g m
1 seg
2) — s(1
v = =Sl gy om
1 seg

b) (Cuadl es la velocidad al cabo de medio segundo, un segundo, tres segundos ?
Primero calculemos la velocidad en funcién de t. Esta es:

v(t) = s'(t) = 29,4 — 9,8¢.

Luego,

1

v(=) = 24,525 (1) =19,6-%, u(3) =0 L.
2 seg seg segq
¢) ¢(Cuando alcanzara la pelota su altura méxima y cudndo caerd al suelo ?

En la altura maxima v(t) = 0, es decir, 29,4 — 9,8¢ = 0, lo que implica
t; = 3seg. Caer3 al suelo cuando s(t) = 0, es decir: 29,4t — 4,92 =0y t > 0,
lo que implica to = 6seg.
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d) ;Cudl es la altura maxima ?
La altura maxima es s(t;) = 44,1 m.

e) (Qué velocidad tendrd al caer al suelo 7 La velocidad al llegar al suelo es

V(ts) = —29,4%.

f) (Cémo se puede saber si la pelota sube o baja?
Si el signo de v(t) es positivo, entonces la pelota sube; si v(¢) < 0 entonces baja.

Luego,
v(t) >0 <= 29,4-98t>0 < 0<t<t]=3seg.

v(t) <0 <= 29,4—-9,8t<0 < t; <t<ty=06seg.

En t = 3seg y t = 6seg la pelota estda detenida y corresponde a la altura
maxima y al momento en que cae al suelo.

g) ¢ Qué se puede decir de la aceleracién?

alt) = o/(t) = ~9,8—

5 bara todo t € [0,1a].
eg

Es decir, la aceleracion es constante y obviamente corresponde a la aceleracién
. m

de gravedad promedio g = —9,8 —.

seg

2. Supongamos que dos particulas parten del mismo punto en linea recta.

1 1 1 1 1
Sean s1(t) = %tr’ + 6t4 - §t2 +3t+ 1y s2t) = 6t3 + §t2 — 2t + 1, las ecuacio-

nes del desplazamiento de las particulas. Determinar los instantes ¢ donde ambas
aceleraciones coinciden.

Sean a1(t) y az(t) las aceleraciones de las particulas. Entonces,
ar(t) =vi(t) =s{(t) =t* + 2t — 1= (> +t - 1)(t + 1)

az(t) = vh(t) = sh(t) =t +1

Luego aj(t) = az(t) si y sélo si t2 +¢ —2 = 0, es decir, t = —2 o t = 1. Pero sélo
tiene sentido fisico t = 1 seg

El hecho que ambas particulas tengan la misma aceleraciéon en el mismo instante,
no significa que estén en el mismo punto ni con la misma velocidad. En efecto,

s1(1) # s2(1) y 01(1) = 51(1) # va(1) = s5(1).
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3. El problema fundamental en la mecanica clasica es el problema reciproco del tratado
anteriormente, es decir, se quiere encontrar la funcién desplazamiento conociendo los
principios de la dindmica de Newton. El segundo principio por ejemplo, dice en breve,
que la aceleracién de un cuerpo es directamente proporcional a la fuerza que actua
sobre él e inversamente proporcional a su masa, esto es,

d?s(t)
dt?
(Sin pérdida de generalidad podemos suponer C' = 1)

F=C-m-a=C-m

Esta férmula es una ecuacion diferencial de segundo orden donde la incégnita es
la funcién del tiempo s(t). En definitiva, se quiere calcular el desplazamiento co-
nociendo la ecuacién diferencial del movimiento y esto se puede hacer conociendo
tanto técnicas de derivacién como de integracién. El siguiente ejemplo ilustra esta
situacién:

Supongamos que tenemos una particula de masa m sujeta a un muro por un resorte
que puede deslizarse en forma horizontal. La ley de Hooke dice que un resorte estirado
o comprimido reacciona con una fuerza proporcional a su deformacién y que tiende
a su posiciéon de equilibrio. Esto significa que cuando la masa estd en el punto s, la
fuerza sobre ella es —K s, donde K es la constante de rigidez del resorte.

La ecuacién del movimiento, en este caso, estara dada segtun el segundo principio de
Newton por
d?s(t)
dt?

+Ks=0,K>0

Esto se puede escribir como:

d?s(t) 9 K
Tz T wo s(t)=0; con wy = p

Una solucién general de esta ecuacion diferencial es s(t) = ¢1 cos wot + c2 sen wyt.

Por lo ya visto en el capitulo de trigonometria esta solucién es una sinusoide del
tipo:
2., 2 2
s(t) = Rcos (wot — ) ; con R=1/cf+¢5 y o= arctan —
C1
;. Qué conclusiones fisicas se pueden obtener de esta soluciéon? Veamos algunas:

a) El sistema oscila perpetuamente con periodo 7' = -,

wo
b) s(t) oscila entre —R < s(t) < R VteR
¢) wp es el nimero de oscilaciones en un tiempo igual a 27 y se llama frecuencia

natural del sistema. Esta frecuencia crece si aumenta la rigidez del resorte y
disminuye si aumenta su masa.
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d?s(t)
. o a2 : iy )
miento oscilatorio conservativo (no hay transformacién de energia).

La ecuaciéon m + Ks = 0 se conoce con el nombre de la ecuacion del movi-

Un cuadro un poco mas realista es conciderar el roce 6 friccién de la masa con
la superficie de deslizamiento. En este caso el roce es proporcional a la velocidad y
tiene sentido contrario a esta. La ecuacion del movimiento resulta entonces:

dzs(t)+ ds
a " Pa

+Ks=0,p>0

La solucion general de esta ecuacion dependera de relaciones entre u, K, y m. Por
ejemplo, si pu? — 4mK > 0, entonces:

1
s(t) = creMt +eMt | con Ajp = —[—p+/p?—4mK]

2m

Como estos nimeros son negativos, el sistema tiende exponencialmente al equilibrio,
sin oscilar.

Si ahora p? — 4mK < 0, entonces:

AmK — p?

s(t) = Rezm' cos ( t— )

2m
es la solucién general y concluimos que s(t) oscila tendiendo al equilibrio (grafique
s(t) en su calculadora). Esta ecuacién se conoce como la ecuacién del movimiento
oscilatorio amortiguado (o disipativo), pues transforma, debido al roce, energia
potencial elastica en caldrica.

Si estamos interesados en mantener el sistema oscilando, debemos aplicar una fuerza
externa a la masa m, por ejemplo, F(t) = Fjcos wt. La ecuacién del movimiento es
entonces:
d?s(t)
dt?

Una solucién de esta ecuacion es:

+u%+Ks:Focoswt

Py cos (wt — f) con 3 = arctan H

t) = =
9() V(K —mw?)? + p2w? K — mw?

Compruebe que efectivamente g(t) es una solucion y que g(t) + s(t) con s(t) solucién
de la ecuacién amortiguada es la solucién general para esta ecuacion, que se conoce
con el nombre de ecuacién del movimiento oscilatorio amortiguado y forzado.
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4. Dos particulas P y @ se encuentran en ¢t = 0 en los puntos A y B de la recta real
respectivamente, con A < B. Ambas particulas se estdan moviendo hacia la derecha.
Suponga que P dobla en aceleracion a ) en cada instante y @ triplica a P en
velocidad en t = 0. ; Es posible determinar en qué instante y lugar se encontraran?
Solucién: Sean si(t),v1(t) y aq(t), la posicién, velocidad y aceleraciéon de P y
s9(t),v2(t) y as(t), los mismos pardametros para Q.

Por hipétesis tenemos s1(0) = A, s2(0) = B, v2(0) = 3v1(0) y a1(t) = 2aa(t).
d281(t) . d282(t)

Esta ultima expresién es , por lo tanto, por ejercicio resuelto

a2 7 dt?
2.3.3,1(b), se tiene:
dsl(t) d52
t) =2——(t R.
1) =222 (1) 10, ac

Luego v1(t) = 2v2(t) + o, lo que implica por el mismo ejercicio s1(t) = 2s2(t) + at +
g, BeR.

Calculemos ahora a y : v1(0) = 2v2(0) + «, entonces por hipétesis, v1(0) = 6v;1(0)+
a implica a = —5v1(0).

Por otro lado s1(t) = 2s2(t) — 5v1(0)t + § y evaluando en ¢ = 0 se tiene A =
2B —5v1(0) -0+ § implica = A —2B

Si T es el instante del encuentro y C' el lugar donde este ocurre, tenemos:
C =2C —5v1(0)T + (A—2B), es decir, C =5v1(0)T +2B — A

Esto es una relacién entre el instante y el lugar del encuentro. Para determinar estos
parametros debemos tener otros datos adicionales. ;Qué tipo de datos pondria Ud.?

5. Suponga que en t = 0 un proyectil situado en el punto (xg,yp) del plano cartesiano
es lanzado con una velocidad inicial vg. Esta velocidad es vectorial. Si 6y es el angulo
que forma este vector con el eje de las abscisas, entonces las componentes de vy son:

Vor = Vpcos Oy

voy = vpsenty

La trayectoria del proyectil esta determinada por la fuerza gravitacional que actua
sobre él (y la resistencia del ambiente). El segundo principio de Newton, en este caso,
escrito en componentes es:

Fr=m-a, y Fy=m-ay

Entonces las componentes de la aceleracién son:
F, —mg
xr
ax:—zoyay:—y:—:
m m m
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. d?z dvg
Pero como ya hemos visto a, = 72 = T =0 = v, = Cte = vg; y como
x
Vyp = PR entonces r = vyt + X
) A’y  dv dy
Tambien a, = Pl = d—ty =—g = vy = —gt+vgy y COMO vy = s = —gt + voy,
entonces y = —§t2 + voyt + yo. Luego reeplazando las condiciones iniciales, tenemos:
xz(t) = xo+ (vocos Ot
y(t) = yo+ (vosenby)t — %tQ

La distancia de (o, yo) al proyectil es 7 = \/(z — 20)% + (y — y0)?

La rapidez del proyectil es v = , /vZ + U;

v
La direccién de la velocidad en funcién del dngulo 6 es tanf = -2

Vg
Supongamos para simplificar que (xg,yo) = (0,0). De las ecuaciones de z(t) e y(t),
podemos reemplazar ¢ y resulta:
x

t= ——— = (tanfy)x
weos o VY (tan 6p)

20¢ cos? 0y’

es decir, la trayectoria y(z) del proyectil es una parabola.

Ejercicios propuestos

1. Realice un estudio similar al del movimiento oscilatorio para la ecuacién de un cir-

cuito eléctrico elemental, constituido por una inductancia (L), una resistencia (R)
y un condensador (C). Si un generador produce un voltaje V' (t) = Vj sen wt, entonces
la corriente I del circuito esta dada por la ecuacién:

d*I dl 1
Lﬁ—FR%—i—EI:VOCOS wt

Interprete sus respuestas del punto de vista fisico.

. Considere un proyectil lanzado desde el origen del plano cartesiano con una velocidad

m
inicial vy = 26— y un angulo de elevacién 6y = 53°.
seg

a) Determine la posicién del proyectil, la magnitud y la direccién de su velocidad
cuando t = 2seg.
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b) Calcule el tiempo que demora el proyectil en alcanzar el punto mas alto de su
trayectoria y calcule la altura de dicho punto.

¢) Calcule el alcance del proyectil (mayor distancia alcanzada) y el tiempo que se
demora en llegar a ese punto.

3. Se lanza una pelota desde el suelo a otra pelota que estd a una altura h y a una
distancia c. Suponga que al momento de ser lanzada la primera pelota, la segunda
es soltada en caida libre.

Calcule dénde y en qué instante ellas chocan. ;Siempre chocan?
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Capitulo 5

La integral indefinida: calculo de
primitivas

5.1. La integral indefinida y sus propiedades

5.1.1. La integral indefinida
Definicion 5.1.1 Se dice que la funcién F' es una funcién primitiva o antiderivada

de una funcién f definida en un intervalo abierto I ( finito o infinito) si

F'(z) = f(x), para todo z € I. (5.1)

Ejemplo 5.1.2 1. La funcién F(x) = z? es una funcién primitiva o antiderivada de

f(z) =2z, en I = (—o0,+00), pues F'(z) = 2z = f(x).

2. La funcién F(z) = 22 +4 es también una funcién primitiva o antiderivada de f(z) =
2z, en I = (—o0,+00), pues F'(z) =2z = f(x).

3. La funcién F(z) = sen = es una funcién primitiva o antiderivada de f(x) = cosz, en
I = (—00,400), pues F'(z) = cosx = f(x).

Xz

4. La funcién F(x) = e” es una funcién primitiva o antiderivada de f(z) = €%, en
I = (—00,+00), pues F'(z) = e* = f(x).
Definicién 5.1.3 Si una funcién f estd definida en un intervalo cerrado I = [a,b], la

funcién F se dice una funcién primitiva o antiderivada de f si

F'(z) = f(x), para todo z € (a,b), lim F'(z) = f(a)y lm F'(z) = f(b).

r—at T—b~
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En los ejemplos 1y 2 de 5.1.2 hemos visto que la funcién primitiva de una funcién f no
es unica; esto de debe a que la derivada de una funcién constante es cero. Esta propiedad
es la que expresa el siguiente teorema.

Teorema 5.1.4 Si dos funciones F' y G son funciones primitivas o antiderivadas de una
funcién f en un intervalo I (cerrado o abierto), entonces estas dos funciones difieren en
una constante.

Demostracién: Si F'y G son funciones primitivas o antiderivadas de f entonces,
Fl(z) = G'(x) = f(2).

Asi, aplicando el ejercicio resuelto 1 parte de la subseccién 4.3.3, tenemos que F' 'y G
difieren en una constante. (Il

El teorema 5.1.4, puede también ser aplicado diciendo que dada una primitiva F' de
una funcién f, F(x) + C es también una primitiva de f y es la forma general de una
primitiva de f.

En la teoria de integracién es comun denotar por:

/f(s)ds

la primitiva F'(z) 4+ ¢ y llamarla la integral indefinida de f.

Definicion 5.1.5 Dada una funcién f denotaremos por

[ s

a cualquier funcién de la forma F(z) + C,que satisface F'(x) = f(x). y la llamaremos la
Integral Indefinida de f. Esto se escribe:

/f(l‘)dl‘ =F(zx)+C (5.2)

Observacién 5.1.6 1. En la definicién 5.1.5 no se especifica ningin intervalo, de-
berd sobreentenderse que se trata de un intervalo cualquiera en que la funcién f
esté definida.

2. La relacion 5.2 puede escribirse de la forma:

d
e / flz)de = f(x) (5.3)
= F(x)+

d
/ %F(x) dx = C. (5.4)
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5.1.2.

1.

2.

w

oo

El calculo de la integral indefinida de una funcién f se llama integracién de la
funcién f, las férmulas (5.3) y (5.4), nos dicen que la integracién y la derivacién de
una funcién son operaciones inversas.

Geométricamente, sabemos que la derivada soluciona el problema de encontrar la
pendiente de la recta tangente a una curva dada, en un punto de esta. Es decir, dada
la curva y = f(x) la pendiente de su recta tangente en (x, f(x)) es m(z) = f'(x) .
Reciprocamente, la integral indefinida es encontrar una curva de la cual se conocen
las pendientes de las rectas tangentes. Esto es, dada m(z) la pendiente de la recta

tangente a la curva y = f(z) enel punto (x,y) , se tiene que f(z)= /m(u) du+C.

. Dela definicién 5.1.1 tenemos que toda férmula de derivacién da origen a una férmula

de integracion. Por ejemplo,

—SenT = cos r < cos xdxr =senx + C.

dx
Por esta via podemos obtener una primera tabla de férmulas basicas de integracion.
Formulas basicas de integracion

/Odm:C’,

/adw:aw+0,

1
./Z’ndx:n—_’_lxn+l+c7

/cosxdx =senx + C,

/sen:ﬂdm = —cosx + C,

. /sec2xd$:tanm+(],

/cosec2 xdr = —cotan x + C,

1
/—dw:1n|w\+C,
x
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/e dr =¢e* + C,
10/ dr = arc senz + C,
V1—22
11/ dx = arccos =z + C,
1—1‘2
12. /1+£2 dr = arc tgz + C,
13/ = arc cotgz + C,
14. / “+1+C, sia#—1 yz>0.
15/ :——i-C
Ina
16. /senhzdz—coshw—FC
17. /coshwdw—senhz—i—C
18/ 5— dr = —cotanh z + C.
senh” x
19. dr = tanhz + C.
/coshzm
1
20. /7d:c:arcsenhm:ln:n+ 1+22)4+C.
V1+ 22 ( )
1
21. | ——=dx = arccoshz =In(z + V22 —-1)+C, |z|>1.
o oo
1 1
1 arctanh z = = In =12 lz] <1
22-/ﬁd33: RS
- arccotanh x = 3 In |z| > 1.

Observacién 5.1.7 Si el dominio de z para el cual se satisface la ecuacién F'(z) = f(x)
no es un intervalo, entonces no es verdad que la férmula F(z) 4+ C dé todas las primitivas
de f, como puede verse en el siguiente ejemplo.
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1
La funcién In |z| + C da todas las primitivas de — en (—00,0) 6 en (0, +00) separada-
T
mente, pero no en (—oo, +00) — {0}. Pues, si consideramos la funcién

[ In|z| si x <0
G(x)_{lnx+l si x>0,

1
esta es una primitiva de —, z # 0, que no viene dada por la férmula In|z| + C.
T

Teorema 5.1.8 Sean I un intervalo , g € I e yg un numero real cualquiera. Si una funcién
f tiene una funcién primitiva en I, entonces existe una y sélo una funcién primitiva F' tal
que F'(z9) = yo.

Demostracién:
Sea G(x) una funcién primitiva cualquiera de f(x) en el intervalo I.
Definiendo F'(z) = G(z) — G(x0) + yo, vemos que F'(z) = G'(x) = f(x) y F(x9) = yo.
Por lo cual F es una primitiva de f que satisface la condicién del enunciado del teorema.
Demostraremos a continuaciéon que F' es unica. Como dos primitivas difieren sélo en
una constante, cualquiera otra primitiva F* tiene la forma F* = F' 4+ C, con C # 0. Asi,
F*(xz9) = F(x9)+C = yo+ C # yo. Lo cual no puede ser, por lo tanto, se tiene la unicidad
O

5.1.3. Propiedades elementales de la integral indefinida

Teorema 5.1.9 1. /[f(w) + g(x)] dx = /f(z) dx + /g(m) dx.

2. /af(x)dw:a/f(x)da:

3. Formula de integracién por partes.

[ f@) (@) do = s@)gta) - [ 1')g

4. Férmula de integracion por substitucién.
[ots@ @ = [ away

Demostracion:

1Como—Uf dx—i—/ ] /f dx—i——/ () +g(x).

Se tiene que /[f(x)+g(w)]dw:/f( )dx—i—/g( )dx.
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[ /f dx}—a—/f )1mphcaque/af a:—a/f dz.
3 di[ 2)g(a / @ ]—%mx)g(m]—%[ [ 7@ate)ae] -

f(@)g(@) + f(x)d () — f'(iv)g(fﬂ) = f(2)g'(x).

4. Sea G(y) = /g(y) dy e y = f(z). Entonces, usando la regla de la cadena tenemos,
—[GW)] = — [G(f(2))] = G'(f(z)) f'(z) = g(f(2)) ' (2).

Entonces, /g(f(x))f’(x) dx = /g(y) dy.

Ejemplo 5.1.10 1. De las formulas bésicas tenemos que

$n+1
/ac"dm: +C.
n—+1

En particular,
/ ldz = z+4+C

3
/mzdm = %4—0

4
/x3dx = %—FC.

2. De la propiedad 2 del teorema 5.1.9 podemos deducir

/5x3dx25/x3dngw4+0.
/3w2d$:3/w2dm:x3+0.

/(5x3+3x2+8)dw:/5x3dx+/3w2dw+/8dx:gw4+x3+8w+0.
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4.
43 — 2z 41 2 1
/<71‘ 3$+>da:—/<4 >dm
T
1
/4d1‘ / dm+/—3dm+0
/4d$—/2m 2d:r+/:v3d:n+(]
B ~1 —2
1
= 4:U+——2m2~|—(]
5. "
iy
/4\/_dw—/4a;%d£:4:f2 +C:§x%—|—C.
3 +1 3
6.
S41 5
/m%dm:/mx%d$:/a£gdm:§5 +C:—$%+C— V 4.
641 11
" B 4 41
13 X 9
dx = Ttdr=—5—+C=—a"14+0C=—= C.
/:c?’f S A gt ' 9225

8. /29” dr = 2— + C. Ver férmula 15.
In2

9.

dx3 — 22 47 +1
/(:U xzy/x + 8z +)dw

X

1
/<4x2—2€7§+8.4f+—> dx
X
3

4
3

lz| + C.

Los siguientes ejemplos son aplicaciones simples de la férmula de integraciéon por
partes que se utiliza para integrar productos.

10. I = /mew dzx.

Haciendo f(z) =z y ¢'(z) = €%, tenemos: f'(z) =1y g(x) = e*. Por lo tanto,

I:xex—/emdx:xem—em—i-a
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11.

12.

13.

14.
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I—/xcosxdac.

Haciendo f(z) =z y ¢'(x) = cosz, tenemos: f'(x) =1y g(x) = senz. Por lo tanto,

I—xsenw—/senxdm—xsenx—(—cosa:)—i—C—acsenx—i—cosx—i—C.

I = /lnwdw.
1

Haciendo f(z) =Inz y ¢'(z) =1, tenemos: f'(z) = — y g(x) = z. Por lo tanto,
x

1
I:mlnm—/—xdajlenx—x—i—a
T

I= /excosmdm.

Haciendo f(z) = €® y ¢'(x) = cosz, tenemos: f'(x) = e* y g(x) = senzx. Por lo
tanto,

I = exsenz—/emsen:nd:n
= exsenx—/exsenxdz’

= ¢%senzx — J.

La integral J debe calcularse nuevamente por integraciéon por partes. Sea f(x) = e

y ¢'(x) = senz, entonces f'(z) = e* y g(x) = — cosz. Por lo tanto,
J = —emcossc—i—/excosmdm = —e” cosx + I.

Reemplazando el valor de J en I nos queda:

I = e"senz— (—€” cosz+ 1)
2] = ¢€%cosx + esen x
e’ cosx + e®sen x
I = 5 ,

J:/exsenxdw.

Del ejercicio anterior se deduce que

X T
eTsen ¢ — e* cos
J:/exsenmd:c:

2
Ejemplos de integracion por substitucion
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15. I—/(a—i—bx)"dw, n#—1, b#0.

a dr 1
Escribiendo y = a + bz, entonces = = y—, y por tanto, — = —. Asi,

b dy " b

dy 1 1 gyntt (a + bx)"*t
I: n_Z — _ n = — = - .
/y b b/y W= i1 YT ety ¢

1
16. I—/ dzx.
a—+ bx

Haciendo la misma substitucion anterior:

1d 1 1

17. I = /sen ax dzx.

dx
Haciendo y = ax , entonces x = g, — =
a’ dy

d 1
I:/seny—y:—/senydy:
a a

I—/L a>0
) Ve Y

dx
Escribiendo =z = v/a y; i a, entonces
Y

Q= 8l

1
(—cosy)+C = ——cosazx + C.
a

18.

T
=arcseny + C = arc sen — + C.

Vva

I_/ Va dy—/ dy
Va — ay? V1 — 2
19. I:/tan T dr.

sen _
, I puede escribirse como
x

]:/senwdm.
cos X
d

. Y
Haciendo y = cos z, T —sen x, tenemos
x

Como tanz =

d
]:/_?y:_1n|y|+C’:—ln|cosx|+C’.

509
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x x
20. I = / cosec z dx. Usando la férmula trigonométrica sen z = 2 sen§ cos > podemos

escribir
dx 1 dz
. 5 T
de cos? g 2 cos? 5
I:/COSGCZL'dZL':/ 7 a::/ 7 x:/ —.
2 sen 5 cos g 2 sell cos tg 3
T
2%
cos? 5
x 1 dx
Haciendo la substitucién tan — =y, = + = dy, obtenemos:
2 2 cos2 2
2

d /
]:/—y:1n|y|+C:ln|tgg|+C.
Y

91. / cos(Inz) , -

T
Haciendo Inz = ¢, obtenemos

I:/costdt: sent = sen (lnz)+ C.

22. /(a2$+3al‘ —7)dz.

Haciendo a® =t , tenemos que:

Ina Ina

1 1 [t 1 /1
I=— [ (431t dt = — (— +3t—-7 lnt) +C = — (—aQr +3a® —7x In a) +C.
Ina \ 2 2

23. I = /arc sen x dx.
Usando integracién por partes, tenemos que si

1
Y

f(z) = arc sen z, ¢'(x) = 1, entonces f'(z) = (x) = .

Por lo tanto,

I / S
—= X arc sen r — — ax.
V1—a22
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24.

25.

26.

27.

28.

La integral J = / \/%—ﬂdaj se calcula por substitucién haciendo u? =
du
x2, ZUE = —2zx.
J—/—%——/du——u——m.
Por tanto,

I=zarcsenx+ V1—22+C.
6 — 2
/xidx.
3x2 — 22 +1
. 9 dy
Haciendo y = 32° — 2z + 1, d—:6m—2, tenemos:
x
d
]:/—y:ln|y|—|—C:ln|3:L"2—2:U—|—1|—|—C.
Yy

1
= ———dx.
/ xvad —1

I puede escribirse como

22
I= | ———dx
/ x3vad —1

d
y haciendo y = V23 — 1 tenemos que y? = 2% — 1, 2y—y = 322, y por lo tanto,

dx
2 ydy 2 [ dy 2 )
I=3 ) rr0, " 3) 71 3™t C = -arct 3_1+4+C.
3/(92+1)y 3/y2+1 gare tgy + C = sarctgy/a® — 1+
I— T dr
VIta?

Sea y = 1 + 22, dy = +2xdx, entonces

d 1
I:/i—y:i Sy Thdy = 4% = +V/1+ 22 4 C.
2.y 2

xdx 1
S =4_In|l +2? .
/ 1.2 TplllEe+C
Lo que se obtiene haciendo la misma substitucién del ejemplo anterior.

xdx 1

= C 1.

/ Gt  2m-D@@Li & "7
Es una generalizacién del ejemplo 27

511
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5.1.4. Ejercicios propuestos

Calcule las siguientes integrales y compruebe los resultados mediante derivacién

1. /(3954 — 82? + 22) dx = §x5 — ga:g +22 4 C.

4
2. /(10w3 — 4w_%)dx = 703;% — 1225 + C.

w

1 .
./\/4x—3dm:6(41‘—3)3/2+0.

1
./m\/m2—5dm:§(m2—5)3/2+0

1
2z—1 _ (2z-1)
. /3 dz o3 ln33 +C.

S

ot

1 1
. der = -1 .
6 /73)—1—2 x 7n]7x+2\+C

=

1
/ﬁdw:—aln\ﬁ—Ql—i—C.

8. /(—295 +1)de = —1%(—295 +1)° +C.

1
9. /(m —2) 3 dr = —5(96 —2)72 4 C.
1
10. /sen (8 +5)dx = ~3 cos(8z +5)+ C.
1
11. /cos(l —4z)dx = 1 sen(—1+4x) + C.
2 1 2
12. [ xsen (z° —3)dx = —3 cos(z” —3) + C.
1
13. /w2 cos(z® — 1) dr = 3 sen(z® — 1) + C
14 / ! dx = arcsen (£> +C
. 9—a22 3 '
1
15. /tan(Zw +1)dz = B In (2 +2tan?(2z + 1)) + C.
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1
16. /cosec(lO —4z)dx = 2 In | cosec(—10 + 4z) + cotan (—10 + 4z)| + C.

z? 1
17. = _Infz3 -1 .
7/w3_1dm 31[1|m | +C

1 1
18. /mdmzaarctan( )+C
2 1 2
19. /:Ue” dmziex +C.
I 2
20. /ﬂd.f—— ln\xl> +C.
x

t 1 2
21. /Mdm:§<arctanx) + C.

1+ 22
1
22. (15 2% arctanz dx = In|arctan z| + C.
23. /:U sen rdx =senx — xcosx + C.
axr . axr -
24. /e‘”C senxdx:—e ZCOSl + aez SR + C.
a*+1 a*+1
25. /e‘”C cosxdr = " senz + ac’’ cosz + C.
a?+1 a?+1
l,ealn\x\ $ln|$|ealn\x\
26. e] dr = — C.
/w n |z| dz 1+2a+a2+ T+ a +

27. /w2 coszdr = x*senz — 2senx + 2x cosx + C.

5.2. Férmulas de reduccion

Reciben este nombre las férmulas que permiten calcular integrales del tipo I, =
fn(x)dx conociendo la integral I1 o Iy y reduciendo la integral I,, a una que involucra

a I,—_1 u otra anterior.

1. In:/sen”wdw; n €N,
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Esta integral puede escribirse como

I, = /sen”_1 rsen x dx

1

e integrarse por partes tomando f(z) =sen" 'z, ¢'(x) = sen z.

Asi, f'(x) = (n — 1)sen® 2z cosz, g(z) = — cos .
Por tanto,
I, = —sen" lzcosx+ /(n — 1)sen” 2z cos x cos = dx

= —sen" lzcosz+ (n—1) / sen" 2 (1 — sen’ z) dx
= —sen" lzcosz + (n — 1)/Senn_2mdm —(n— 1)/Sen":nd:n
= —sen" 'zcosz + (n — 1)/sen”_2xdaj — (n—1)I,.

Despejando I,,, nos queda:

nl, = —sen" 'zcosz+ (n—1) / sen" "2z dx
sen" !z cos x n—1
I, = — + ( )/sen"_2:xd:x.
n n
Esto nos dice que la integral de sen™z depende de la integral de sen™ 2z, es decir,
sen" !z cos x n—1
I, =— - + ( - )In_Q. (5.5)

Naturalmente, la férmula 5.5 tiene sentido cuando n > 2.

Aplicando la férmula 5.5 a n — 2 tenemos que:

sen™ 3z cos x n—3
In—2 - - + ( )In—47
n—2 n—2

y asi sucesivamente hasta llegar a I; si n es impar o a Iy cuando n es par.

I = /senwdwz—cos:c

Iy, = /da::x.
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En particular, si n = 6, tenemos:
5
)
Is = /sen%d:ﬂ _ SR reosy +-1
6 6
sen’zcosr 3
Iy, = ————+-1I
4 1 + 12
5
) 5-3
Iy = _sen 956cosx oy 4sen3xcosa: + m[g
I sen’x cos 5 sen®7 cos +5-3 senxcosa;+1l
pr— —_— —_ n —_— —
6 6 6.4 TR 2 20
7 sen’z cos 5 3 5-3-1 +5-3‘1 L C
5 = — — sen’x cos r — SenT cos x x :
0 6 6-4 6-4-2 6-4-2
2. I = /sen_kl‘dac, k € N.
De la férmula 5.5 tenemos:
n cosx sen™ g
Ino= I+ —
n—1 n—1
Escribiendo n — 2 = —k, nos queda
[, cosz sen"kt1y N k— 2[
-k = 1 1 ke
Lo que nos permite escribir:
dx cos x k—2 dx
=— ; k#£ 1 5.6
/senkx (k — 1)senk—1z TECa / senk—2g’ 7 (56)
Veamos algunos casos particulares.
Si k=2,
1
_[_2:/ 5 dx:—COS:UnLC:—ctgx—l—C.
sen‘x senx
Si k=3,
1 Ccos T 1 cos T 1 T
I5= dz = — Sg=— -1 )t —) C.
3 / sedz 0 2sen?x + 9 ! 2sen?x + Dl +

Observacion 5.2.1 Para el caso £ = 1 no puede emplearse la ecuaciéon 5.6, pero

puede ser resuelto directamente.
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1
I, = / dx:/cosecxd:n
sen x

cosec x(cosec x + cot x)dx
cosecx + cotx

cosec? z + cosec x cot
cosecx + cotx

Haciendo el cambio de variable

{z = cosecx + cot x

dz = —(cosec z cot x + cosec? x)dx

Obtenemos

cosec? z + cosec x cot dz
cosecx + cot x z
= —Inlz|+C

= —lIn]cosecx + cot z| + C.

Comparar este resultado, obtenido por esta via, con el ejemplo 5.1.10 parte 20 y
verifique que son iguales.

Nota: Posteriormente se estudiara un tercer método en la seccién 5.4.1 para obte-

ner la integral de cosec x mediante la sustitucion ¢ = tan ok

Prosiguiendo con las férmulas de reduccion, con un procedimiento andlogo obtenemos
las siguientes férmulas:

1 —1
3. I, = /cos”md:c = —cos" trsenx + (n ) /cos"_2xd:x.
n n

1 _
/cos”wdw: Zcos" L asen x +
n
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4. In—/sec"xdx

1 -2
I, = sec" 2z tanz + (n )In_z
n — n—1
5 I, = /cosec"xdac
1 -2
I, = — cosec™ 2 x cotan = + )In_g
n—1 n—1
6. I /tan"wdw
I, = 7 tan™ 'z — I,,_o.
7. I, = /:U sen x dr
I, = —x"cosx + n/m”_1 cos z dx.
8. 1 /:U cosx dr

I, =z2"senz — n/x”_lsen zdx.

9. I, = /w"e‘mdx n € N.
I, =—-2"e*+nl,_1.

En particular,

Iy = /e‘xda::—e_x—i-(?.

I = —ze"+Ip=—-xe " —e " +C.
I, = —z?e 420 = —w2e_m—2:ce_m—26_m+0.
I; = —2%¢ @431 = -2 "+ 3[—z%e® — 2z — 2] + C.
= —e [1‘ + 322 +3-2:U+3-2]+C
22 3
= —3le [1+1,+—+3,]+C.

En general se tiene:
3 n

2
/x”e_xdac:—n!e [1+l“+$—+$_+ _|_$_

1 3! n!
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dzx
10. I, = —_
! ,/U+ﬁw

dx
1+ 22

Sin =1, entonces I} = / = arctanx + C.

Sin > 1, entonces

1+x2—:c2 1 22 72
I= | — " de= —— do— | ———dz =1, — | ———da.
/ Ay * / (R / v ! / (1 +a2)

La segunda integral se calcula mediante integracién por partes.

f(z) =z, g'(x) = A+ a2

/ _ € — 1
fE=1 g - | Tt - e

x2 T 1 dx
/mdw B 2<1—n><1+x2>n—1+2<n—1>/<1+w2>"—1
T 1
= DAt AT a1y

En consecuencia obtenemos la formula de reduccién:

T 1
2(n — (1 + 221 2(n—1)
que después de reducir términos semejantes nos queda:

x 2n—3
I, = In_y. 5.14
2 -1+ 221 22! (5:14)

In =11+

ITL—17

En particular:

dx x 1
L = /(1+x2)2 C2(1+22) +§Il+c
T 1
= m + 5 arctan z + C.
dx T 3
I = / (14 22)3  4(1 + 22)2 + 112
x 3x 3
= + + —arctan = + C.

4(1+22)2  8(1+22) 8
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11. I, = [(Inz)" dz.

I, =z(lnz)" —nl,_;. (5.15)
12. I, = [2*(Inz)" dz.
2 (In 2)" n
I, = _ L1, 1. 5.16
atl  apim o7 (5.16)

13. Iy, n = [sen™zcos" xdz, m,n € N.

m—+1 n—1

sen T oS T n—1

Im,n =

I n—a. 5.17
m+n m4n "2 ( )

Observe que esta féormula contiene a las formulas 5.5 y 5.7

5.2.1. Ejercicios propuestos

Calcule las siguientes integrales

1 4 8
1. fsen%da:z—gsen4xcosm—1—5$en2xcosm—1—cosz+0.
1 1 coszx 2cosx
2. dr = = - = C
/ sen iz " 3semdz  3sens +
4 1 5 3 3
3. [ cos mdwzzcos xsenw—kgcoswsenx—l—gx—ka

4

1 8
4. fcos5md:c = 5008 rsenx + Esenﬂ:cos?m—{— Esenﬂw—C.

1 1
5. [ cosecd zdx = —5% + 5 In(cosec x — cotan z) + C.
6. fsec4xdlesenx 2senx

3cosdz  3cosx

1 1
7. ftanGmdmz gtan5:c—§tan3x+tanx—m+0.

8. [ atsenzdr = —a!

cosx + dxd senx + 1222 cosx — 24 cos x — 24x senx + C..

3

9. [23 coszdr = 2®senx + 322 cosz — 6 cosz — 6z senz + C.

10. f:r5 e Tdr = —2e " — brte=® — 2023 % — 60x2e T — 120ze % — 120e % + C.

11 /#dm—lL+éL+£L+iarctanm+C
) a2t 6(1+a2)3  24(1+22)2 161422 16 '
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12. [(Inz)?dr =zln’z — 2zInz + 22 + C.

13. [(In(3z —1))%dx = %(&n —1)InBBz—1)* - Bz — 1) In(3z — 1) +2(3z — 1) In(3z —

1) —6z+2+C.
1 5) 20 40 40
14. /:L'2 (Inz)®de = §x3lnx5 - §x3ln:ﬂ4 + ﬁwg’lnﬂ + 8—1:U3 Inx — %ﬁ +C.
3 2 L2 3 2 3
15. [ sen3z cos?wdx = —gsen” weos®x — I cos x+C.
16. [ sen’z cos®zdx = 1 sen® z cos? x—i cos® x sen x—i—i cos® xsen ur:—i-3 senz+C
. 7 35 35 35 h
4 4 3 5 1 5 L 3 3
17. [ sen*z cos xdﬂc:—gsen 2 €08” &1 SN T Cos” Tt cos msenm+1—%cosmsenm+
3z
— +C.
128 +

5.3. Integracion de funciones racionales

P(x)
. . o . ) Q)
Para integrar este tipo de polinomios estudiaremos su descomposicién en fracciones par-
ciales simples, generalizando lo hecho en el ejercicio 13 de la seccion 1.2.

Recordemos que una funcién racional R(x) es un cuociente de polonomios, R(z) =

5.3.1. Descomposicion de un polinomio en factores

El Teorema Fundamental del Algebra dice que un polinomio Q(x) con coeficientes reales y
grado n tiene n raices en el cuerpo de los nimeros complejos C'. Esto permite descomponer
Q(x) en producto de factores lineales para las raices reales y de factores cuadréticos no
reducibles en R para las raices complejas conjugadas.

Qx) = (. —r)™ ... (x — )" (@12 + biz + c1)™ ... (apz* + bpx + c) ™™,
donde, ny + ...+ nj+mi + ... +my =n = grado de Q(x).
Ejemplo 5.3.1 1. 2243z —4 = (z — 1)(z + 4).
2. 22 + 2, es irreducible en R, pues sus raices son +i+/2.

3. 2t 4322 — 222 + 62 — 8 = (x — 1)(x + 4)(2® + 2).
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4. 23 +42% + 42 +1 = (z + 3)(2> + 2 + 1). El polinomio cuadratico (22 + = + 1) tiene

—14+4V/3

raices complejas conjugadas — por lo tanto, es irreducible en R.

5.2 — 1= (2?2 +1)(x —1)(z +1).

5.3.2. Descomposicién de una funcién racional en fracciones simples

P 7
Sea R(x) = (x), con P(x) y Q(x) polinomios. Si el grado del numerador es igual o

Q(x)
mayor que el denominador, entonces, realizando la divisién de polinomios obtenemos:
P(x) G(x)
= F(x) + ,
0@ " aw

donde, F(x) y G(z) son polinomios tal que el grado de G(z) es menor que el grado de

Q(x).

2
22+ 3z —4
Ejemplo 5.3.2 1. Hiwl:(x—i—él). En este caso G(z) = 0.
w_
Tx3 4+ 42% — 22 + 5 or +9
2. " —7:L'—|—4—|—x2_1.
2 + 2 5, _Te+8
e =z —_.
x? 4+ 3x +2 2 4+ 3x + 2
P(x)

Teorema 5.3.3 Sea R(z) = una funcién racional con P(z) y Q(z) polinomios con

Q(x)

coeficientes reales y tales que Q(x) puede descomponerse en la forma
Qx) = (x —r)™ ... (x — 7j)" (@12 + biz 4+ c1)™ ... (apz* + bpx + c) ™™,

P(z) y Q(x) no tienen factores comunes y el grado del numerador es menor que el del
denominador, entonces R(z) puede escribirse en la forma:

e - A B C
(z) = (x — 7)™ + (x —rq)m—1 ot (x —1r)
D E F
G T T A P
+ ... +
Gx+ H Ix+ K Lz + M
+ (@22 + bz +c1)™  (a122 + bz +cq)™m—1 te a1z + bz + ¢
+ +
Nx+ P Qr+ R Sx+T

(agx® + bz + )™ (apa? +bgr +cp)™ 1 T apx? + brr + ¢
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para todo x tal que Q(x) # 0 ; y donde A, B,C, ..., son constantes reales.

Para encontrar las constantes A, B,C, ..., se debe realizar la suma de fracciones del se-
gundo miembro cuyo minimo comun denominador es Q(x), y se obtiene que:

Plz) _ S(x)
= , 5.18
QW) ~ QW 19
donde S(x) involucra los coefiecientes desconocidos A, B,C, ..., . De la ecuacién (5.18) se
obtiene que
P(x) = S(x)

Usando que dos polinomios son iguales si los respectivos coeficientes de las potencias de =
son iguales, se obtienen las ecuaciones cuyas soluciones dan los valores de A4, B,C, ..., .
3x —5

Ejemplo 5.3.4 1. ——————— es una funcién racional cuyo denominador tiene grado
¢ —4xr+3

mayor que que el grado del numerador. Por otro lado, 22 —42+43 = (z—3)(x—1). Por
lo tanto, los polinonios que forman la funcién racional no tienen factores comunes,
asi, podemos aplicar el teorema 5.3.3.

3z —5 3r—5 A B A(x—1)+ B(x—3)

1‘2—4£L'+3:(l‘—3)(l’—1):l’—3+l’—l_ (x —3)(z —1)

Igualando los numeradores tenemos:

3r—5 = Alx—1)+ B(x—3)
Ax — A+ Bx — 3B
= (A4 B)x— (A+3B).

Por la igualdad de polinomios obtenemos las ecuaciones:

A+B=3
A+3B=5.

Resolviendo el sistema obtenemos los valores A =2 y B = 1. Por consiguiente,

3r — 5 _ 2 n 1
2 —4r+3 -3 x—-1

2+ 82 —x+1
23 —4x2+2x+6
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Como en este caso el grado del numerador es mayor que el grado del denominador,

primero debemos realizar la divisién de polinomios.

5812 — 40z — 89
23— 422+ +6

5 2
>+ 8 —z+1
w3_4x2+x+6:(1‘2+41‘+15)+

23 —422 4246 = (z+1)(x—2)(x—3) y no tiene factores comunes con 58x2 — 40z —89.

58z% — 40z — 89 58xz% — 40z — 89

23—z +2x+6 a3 —4x2+x+6
A B C

= + +

r+1 x—2 x-3
Alx —2)(z —3)+ Bz +1)(z —3)+ C(z + 1)(z — 2)
(x =3)(x+1)(x —2) ’

Asi,
5822 — 40z — 89 = A(x — 2)(x — 3) + B(x + 1)(z — 3) + C(z + 1)(z — 2). (5.19)

Ahora podemos proceder como en el caso anterior, pero podemos hacerlo por camino
mas rapido que vale solamente cuando todas las raices del denominador son
reales y simples.

Como la expresién (5.19) vale para todo = € R, en particular vale cuando x = —1 lo

9
que nos da 9 = 12A, despejando A tenemos A = 1o Haciendo x = 2 obtenemos el

1
valor B = 21, finalmente, Tomando x = 3 podemos encontrar C' = ﬁ
5822 — 40x — 89 B 9 n 21 n 313
23 —dr2 4+ +6 12(x+1) -2 8@—23)
22+ 21 +3
3. Sea R(z) = CEEVE R
?+2x+3 A B  CetD
(x—1)2@2+1)  (z-1)2 2-1 a22+1

A(@? +1)+ B(z — 1)(@®* + 1) + (Cz + D)(z — 1)*
(x —1)2(22 + 1) '

Igualando numeradores nos queda:

2?4+ 204+3=A@*+1)+ Bz — 1)(z* + 1) + (Cz + D)(z — 1)?,



524 CAPITULO 5. LA INTEGRAL INDEFINIDA: CALCULO DE PRIMITIVAS

lo que implica la igualdad
2?4+ 22 +3=(B+C)2*+ (A~ B—-2C+D)a*+ (B+C —2D)z+ (A — B+ D),

Esto nos conduce al sistema

B+C 0
A-B-2C+D =1
B+C-2D = 2
A-B+D = 3,
cuyas soluciones son A =3, B=—1, C =1, D = —1. Asi la descomposicién de
R(x) es
2+ 2+ 3 B 3 1 +x—1
(x—1)2(@24+1) (x—1)2 x—-1 z2+1°
22 +1
4. = .
Sea R(x) CEDICESE
241 B A n Bx+C +Dw+E
(x—2)(22+2)2 -2 (22+2)2 2242

A(2? +2)? + (Bx + C)(x — 2) + (Dz + E)(z — 2)(2? + 2)
(x —2)(22 +2)?

Igualando numeradores nos queda el sistema:

A+D = 0
-2D+FE = 0
4A+B+2D -2F = 1
—2B+C—-4D+2E = 0
4A—-2C —4F = 1,
que tiene solucién: A = %, B = é, C= %7 D:—%7 E:_15_8,

5.3.3. Integracién de funciones racionales

Desarrollando una funcién racional en fracciones simples o parciales, la integral de
dicha funcién se transforma en una suma de integrales del tipo:

A
1. / dzx,
T—a
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A
2. /mdx, n#—1,

Ax+ B
3. / T dz, cuando ax®+ bx + ¢ no tiene raices reales.
(az? + bx + )"

Todas ellas son faciles de obtener:

1./ A de = Aln|z —a| + C,

T —a
A —A
2. dr = C —-1;a>0
e e A
Ax+ B
Para calcular / Tt dx, procederemos a completar el cuadrado del binomio
(az? + bz + )"
en el denominador:
b\* b b\ dac— b
2 — . —
ar®+br+c=a <£+%> —@+a]—a<x+2—a> +—r (5.20)
Sea z una variable tal que:
b\ dac—b? 9
— ] = —2" 21
a (1‘ + 2a> 1a Z (5.21)
Despejando x obtenemos:
b Vac—b?
$:——+LZ.;G>O (5.22)
2a 2a
De (5.20) y (5.21), tenemos:
4ac — b?
ar’ +bx +c= [L] (224 1).

Asi, usando la substitucién (5.22) nos queda

/ Ax + B dw—/ Cz+ D o
(az? +bx+c)n ) (24 1)"

z 1
- o[ [ mrme

Donde A, B, C, D son constantes.
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La primera de ellas , segtin el ejemplo 5.1.10, nimeros 27 y 28 nos da:

C 1
= *osi 1
Yoy ¢ s Al

%ln|z2—|—1|—|—C* si n=1

La segunda se calcula usando la férmula de reduccién 5.14.

x+1
Ejemplo 5.3.5 1. Calcule I = / mm:

Como, 32% + 62 + 9 = 3[z* + 22+ 3] =3 [(z + 1)* + 2] = 3(z + 1)? +6.
Haciendo 3(z + 1)? = 622, se tiene que = v2 z — 1.
Entonces, 322 + 6z + 9 = 6(z2 + 1), dr =2 dz.
Asi,
+1 2
/L de — /Lﬁ dz

3x2 462 +9 6(22+1)

1 z
= = d
3/22+1 ‘

1
= 6ha(z2 +1)+C.

1 322 4 62 + 9
= —-In[ ——— C
GH( 5 )—I—
1 22 +2r+3
= -1 C
6“( 2 >
3r—2
2. Calcule[z/zmidm
z+z+1
Pt +1= m2+:U—1—1 = ﬂc—i—l 2—1—§
B 4) 2 4’
1\? 3 1
Haciendo |z 4+ = ] = 222, se tiene quemzﬁz——, d:xzﬁdz, P rr+1=
2 4 2 2 2
3
“[22+1).

4
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En consecuencia,

= 3/ i dz—7\/§/ 1 dz
2241 3 2241
V3

3
= 3 In(z? +1) — Tarctgz +C

3 42> +2+1) V3 2r 41
= 51n< 3 >— 3 arctg( 73 )—I—C.

Ejercicios resueltos
Calcule las siguientes integrales de funciones racionales:

3x —5
1. I= ]| ———dx.
/ 224z 13
Solucion: Usando la descomposicién hecha en el ejemplo 5.3.4 parte 1 tenemos

que,
2 1 dx dx
L= /<x—3+x—1> dw_z/a:—3+/x—1

= 2Injz —-3|+In|z - 1|+ C.

5 2
2.1:/96 + 8x 964—1@3

23 —4z2 + 246

Soluciéon: En virtud del ejemplo 5.3.4 parte 2, tenemos que

5822 + 8z + 91 ]
dx

I = 2442415
/[$+l’+ +m3—4m2+m+6
A7 113 637
2
- 4z + 15 d
,/P'+x+ +4@+n+m—2+4m—$]x

3

: 47 637
- %~+m?+wx+zdmx+u+rmmm—2H~24mx—m+C.

2 +2x+3
3. I = dx.
/<w—1>2<w2+1> )
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Solucién: Segun parte 3 del ejemplo 5.3.4
3 1 x—1
3 T 1
pr— e _— 1 —
— In |z ]+/x2+1dm /xz—i—ldm

3 1
= o7 Il -4 5@+ 1) —arctgr + C

1‘2+1
4] = .
/(:U—Z)(:U2 1 2)2 du

Solucién: De acuerdo a la parte 4 del ejemplo 5.3.4,

5 z+2 52— 10
I = [ 2 4 _rTE g |
/36(1’—2) m+/6(a;2+2)2 $+/36(a:2+2) v

1 1 1 5 5 1
= g2 -t [ dr— 2|2+ 2 - > [ - dz+C.
nfe -2 12(w2+2)+3/(1'2+2)2 T = g lnle+2 18/x2+2 v

Segun las féormulas de reduccion 5.14 y el ejercicio propuesto 18 de la seccion 5.2:

/#daj—iarctani—FL—FC
(224227 22 V2 a@2+2) T

Segun el ejercicio propuesto 18 de la seccion 5.1:

/ L o= Lacte Ly 0
———— dr = —=arc tg — .
z2 +2 V2 g\/§

1
5. I:/m?’—ldx x # 1.

Solucién:

1 1 _ A BascC
-1 (z—1)(24+2+1) z-1 22+z+1

Igualando los numeradores obtenemos 1 = A(x? + 2 + 1) + (x — 1)(Bz + C), lo que
implica
A+B=0
A-B+C=0
A-C=1.
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Resolviendo el sistema obtenemos los valores:

A=-, B

1
37 3 3

I

|
0|
Q

l

|

|

Entonces,

1 —x —2
I = [ —det [T g
/(a:—l) “/3(a;2+x+1) v

11‘ 1‘ 1/ T+ 2
= —Inlz—1]-= | =——dz.
3 3) 22+x+1

Para calcular la segunda integral completaremos el cuadrado correspondiente.

Porril=(ztl 2+3
B 2 4’

lo que nos lleva a hacer

Asi,
/ T+ 2 1/(\/§z+3)\/§
—————dr = - [ 5"z
2 +x+1 4 222 +1]
1/3z+3\/§
= - | ST dz
3 22+1

1
= 5111\224-1] + V/3arc tgz + C

1 20+ 1
= —Inlz®+ 2+ 1| +V3arc t ( >+C.
5 \ \ e\ 3

Finalmente podemos escribir 1.

1 1 1 2¢ + 1
I:—lnx—l——lnw2+x+1——arctan< >+C.
3 | | 6 | | V3 V3

1
6. I = d
/vl—kex v

529
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Solucién: Haciendo y = /1 + €7, tenemos que y? = 1 + €%, 2ydy = e*dz. Por lo
tanto,

1
[—/y2_1dy.

Ahora debemos utilizar la descomposicién en fracciones simples
1 1

B A N B
y-1 (-Dy+1) y-1 y+1
lo que implica A(y + 1) + B(y — 1) = 1 y que nos da los valores

1 1
A=—- B=—-.
2’ 2
Por consiguiente,
1 1 Vvi+er—1
I=| —dy— | —dy=hly—1|-Inly+1|+C=ln|—| + C
1 /yJrl Y ly — 1] ly + 1] T+ew+1'
Ejercicios propuestos
Calcule las siguientes integrales:
4
1./ dr =4In|x — 5|+ C
r—95
20
2. —20In |7 — x|+ C
T—x
4 4
3. —sdr=———+C
/(:U—5)2 * 1‘—5+
20 5
4. dr = C
R
2x + 43
./de:—5111\96—1—4]—1—7111]3:—3]—1—0
2?2 4+x—12
4 —5 9 3 z 1
6. /dex—ﬂn(w —4w+20)+1arctan<1—§>+c
4o — 19
7. 41 3|+C
/x2+6x+9 i3’ nle+ 3+
1 1
/1‘ j—;_m—i—?) x = 5111(x2+3x+3)—g\/garctan<§(2x+3))+C
2r —1 1/ 8x+15 16v/3 (2 +3)V/3
d ———( — t —_ C
/ @ +32+32 " 73 w2+3w+3> 9 arctan ( 3 )+
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Indicacion: Complete el cuadrado de binomio en el denominador y utilice la ecua-
cién 5.14

1 1
—— dx = —2| -1 +4|) +
/ ( 2)( 1) dz 6 (In|z — 2| —In|z ) +C

1 1 1
=3 -1 —(1 2| —1 1
/w(m+1)(w+2)(x+3)dx 6<ln\x] n\$+3])+2(n]aj+ | —In|z+ \)+C

33 — 1722 4+ 212 — 43 3
/ - 2$8++1$5 dv=Sa® + 72426 |z = 3]+ 6In|z -5+ C
X< — dx

1 1

1 1 1
/dezaln]aj—kéﬂ—kiln]w—m—i—C

x2 4+ 2x —8
2
€ 4 1 4 2 3
gt A e I - 2 actanet C
/(5”2‘1‘1)(55—2)2 ! 5(1‘—2)+25 nle—2| 25 n(@"+1) 5p Arctan -+

1 1
5 arctanh x + 5 arctanz + C' siz| <1

1 1
5 arccotanh x + 3 arctanx + C si|z| > 1

1
/1_m4dl'—
3

1 1 3 1 3
/ poCaT dr = 3 arctan x — 1—\/; In(z? — V3z +1) + 6 arctan(2z — v/3) + S0} In(z? +

1
V3 +1)+ 8 arctan(2z + v/3) + C.
Indicacion: 8 + 1 = (22 4+ 1)(2% — V3z + 1)(2% + V3z + 1).

1 1 1 1
/ o dx = Eln\x—ll—Eln(wQ—Fx—i-l)—?arctan (?(23:4—1)) —gln|x+

1
1|+Eln(x2—w+1)+0

1 1 1 3 1 3
- dr = g1+ 2] 1) +C
/x2(1—x2)2d$ iy s R L b Ty B e e

a? —x+4 2 10
————dx = -1 —1] -3l 1+ =1 2|+ C
/(w2—1)(w+2) T 311\95 | —3In |z + !—1-3 nlz+ 2+

€T 3
L —— 92— —°> _49] 34+ C
/(w+2)(x+3)2 o n e+ 2| @+3) nlz+ 3]+
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5.4. Integracion de ciertas funciones trascendentes.

5.4.1. Integraciéon de funciones .

1. Integracién de funciones racionales en seno y coseno. Si R(u,v) denota una
funcién racional de las variables v y v. Una funcién de tipo R ( sen x,cosz) se in-

x
tegra usando la substitucién ¢ = tan 5 En virtud de las identidades trigonométricas
tenemos que:

1 51 91
@ = sec 53:: 1+ tan §£
implica
cos? 1:U _
27 142
Como,
cosr = 2cos? % —1
(5.23)
2 L= t2
cosr = ———1=——=
1+t 1+t
Por otro lado,
1 1 t2
sen?=z =1—cos® =z = .
1+ ¢2
Asi,
1 1 2t
=2 —x —r=—-:. 5.24
sen x Se 5T €08 5T = g (5.24)
t = tan % es equivalente a tener x = 2arctan ¢, por tanto
dx 2
—_— = — 5.25
dt 1+¢2 ( )

De (5.23), (5.24) y (5.25) vemos que una integral de una funcién racional en sen x, cos z
se puede transformar en una integral de una funcién racional en la variable ¢. La
que puede ser integrada por los métodos ya estudiados. En simbolos:
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2 dt.

I:/R( senm,cos:n)dmz/R(

Ejemplo 5.4.1
y 20 de 5.1.10.

b)I—/

)

1427 141¢2

dx
2cosxr —3senx

1412

a) Casos particulares de este tipo de integral son los ejemplos 19

. € . s
Haciendo t = tan > usando los calculos recién hechos obtenemos que

1 2
I:/ 5 . dt
1—t 2t 14 ¢2
2. .
1+ ¢2 1+1¢2
1+¢2 —
I = / +i . 2 dt:/i
—2t2 —6t+2 1+1¢2 t24+3t—1
3 _/ dt
, o T3HVIBY [ —3-VI3
2 2
1 1
= — 5 dt—l—/ 75 dt
_ 1 -3—v1
m<t—%> Vﬁ(t—%)
_ 1 n 2t +3 — V13 N 1 I 2t + 3+ /13 LC
V13 2 V13 2
1 2 1
_ I +3+V13 Lo
V13 |2t +3—4/13
1 2tan§+3+\/ﬁ
= <+ In +C.
V13 2tang+3—\/ﬁ
dx

c) I

sen x —cosx + 1
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1 2
I = . dt
/ 2 1—¢t2 . 1+ ¢2

12 112

1+ 2 t_/ dt
2e(t+1) 1+t ) tt+1)

1 1
= [Zdt— | ——dt=In|t|—In|t+ 1|+
/t /t+1 uft] =Inft+1/+C

tan —
= In ’—Fc:ln 352 +C
1 tan— +1
2
dx
d) [ = ———
) sen x + 1
1 2
! :/ 2t +1‘1+t2dt
1+ 2
_/ 1+ 2 dt_/ 2dt
N 24+1+2t 1+t2 ) (t+1)2
-2 -2
= ——+C=——7%—+C.
(t+1) tan§+1

2. Integracién de f(x)= sen™ xcos"z con m,n € Q.

Si m,n son enteros y ademaés :

* m es impar, se usa la substitucién ¢ = coszx.

* n es impar, se usa la substitucién ¢ = senw.

* m,n son pares, se usa la substituciéon ¢ = tan .

Si m,n son numeros racionales, entonces haciendo t = sen x, la integral

/ sen™ x cos" x dx

se transforma en
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/tm(l — )" dt

que es una integral estudiada en la secciéon 5.5 y que puede ser calculada si uno de

) m+1n—1 m+n
los ndmeros 5 9 0 3 es un entero.

Ejemplo 5.4.2 a) I = / sen 2z cos® x da.
En este caso ,n =3 es impar.

Sea t= senx, — =cosz
dx

I = /SGDQSL'COSQl"COSIEdIE

= / sen 2z(1 — sen %x) cos x dx

- /t2(1 —t2)dt:/(t2 —th)dt

A 1
= ———+C=_sen?

1 5
3 3 3 m—gsen z+ C.

Esta integral también puede ser calculada usando la identidad sen ?z+cos? 2 =
1, expresando toda la funciéon en senx o cosz , para después evaluar por par-
tes (férmulas de reduccién) o usar dngulos dobles.

b) I = /sen% cost z du.

I:/(1—COSQx)Cos4xdx:/cos4xdx—/cos6xdx

Cada una de ellas puede calcularse usando la respectiva férmula de reduccién.

Calcularemos / cos® zdx por medio de dngulos dobles, para mostrar un ca-

mino alternativo a las férmulas de reducciéon. Reemplazando

9 1 + cos 2z
cos“ r = ———F,

2
en la integral I nos queda:
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1 2
/cos4xdx = /<+%82x> dz

1
= Z/(1+2cos2x+cos22x)da;

1 1 1 1+ cos4x
= = - 9 z g
4/dm+2/cosmdw+4/< 5 )dm

1 1 1 1
= Z—kzsen 2w+§+§sen 4 + C

3 1 1
= g—i—zsen 2m+§sen dx + C.

c) I :/ sen 2z cost z dz.

Como ambos exponentes son pares, usaremos la substitucién t = tanz y las
expresiones de sen x, cos x en funciéon de tangente, desarrolladas en el
ejercicios resuelto 1 de la seccién 2.3 del Capitulo 2.

9 tan? x
sen “r = ———
1+ tan?x
cos?zr = #
1+ tan? x
dt
— = seclr=1+1¢2
dx

Asi la integral I queda como:

t2 1 \? 1
I = / . . dt
14¢2 \14¢2 14 ¢2

2
/ :/ t2dt
(142)*

que es una integral estudiada en la seccién 4.2, ejemplo 10, y nos da:

| x n sen 2x _ sen 4x _ sen 6x
16 64 64 192 °
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d) I—/\/mcix.

sen T 1 _1
I = dr = sen 2z cos 2 xdx
cos T

= 0, usaremos la substitucion ¢ = sen x y obtenemos la

m-—+n

Como

integral

I= /t%(l — %)~ it

Ahora aplicaremos una segunda substituciéon siguiendo lo visto en la seccién
5.5. Haciendo

2z =t2, la integral I toma la forma:

41—z

Ahora debemos emplear la substitucién u = , € I queda expresada

d
como I:—2/u4il.

Como

ut +1=(u?+V2u+1)(u® — V2u+1)

y ambos polinomios cuadraticos son irreducibles en R,

por desarrollo en fracciones simples podemos escribir:

du 1 14+ vV2u + u? 2u
= In + arctan + C.
/“4+1 442 1—V2u+u? 2V2 1 —u?

Volviendo a las variables originales:
[1—z 1—¢2 cos?x
uw= 4 — il/ = il/ =+cotzx
z t2 sen 2x

1 1+ +vV2cotx +cotx 1 2cotx
— — arctan ———

=— n
2v2 1—+2cotz+cotx V2 1—cotz

Finalmente,
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3. Integrales de: sen (az) sen (bx) , cos(ax)cos(bx), sen (ax)cos(br), a #b.

Se resuelven usando las férmulas trigonométricas que transforman productos en su-

mas:
senfsen s = 5feos(9— ) — cos(9 + )
cosfcostp = %[cos(@ — ) + cos(0 + )]
sen fcosy) = %[ sen (0 — ) + sen (0 + 1))

Ejemplo 5.4.3
I = /Sen?w cos Txdx

-

1 1
= 500541‘— %608101‘—1-0.

[sen (—4x) + sen (10x)]dx

N =

4. Integrales del tipo /P(z) sen mazdz, /P(a:) cosmazdr , donde P(z) es un
polinomio.
Se calculan usando integracién por partes. Haciendo f(z) = P(x), ¢'(x) = senma

tenemos que f'(z) = P'(x); g(x) = —— cosmz. Por lo tanto,
m

1 1
/P(ac) sen mxdr = —EP(.%‘) cos mx + - /P’(x) cos mz dzx.

La segunda integral del miembro derecho se calcula nuevamente por partes. En cada
etapa baja en una unidad el grado del polinomio P(z) llegdndose finalmente a la

integral / cosmzdr o / sen mx dx.

Ejemplo 5.4.4 [ = /(ac2 — 3z + 1) cos 2z dx.

Integrando por partes tenemos que,

1 1
I= §(x2 — 3z + 1)sen 2z — 5 /(2x — 3)sen2z dx
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1 1
/(2m—3)sen 2edr = —5(2m—3)cos2m+§/2(3082md:r

1 1
_ _5(255 —3)cos 2z + 5sen 2z + C.

Asi,

1 1 1
I = 5(1'2 — 3z + 1)sen 2z + 1(23; —3)cos 2z — 750 20 +C

1 1 1
I = 5(352 — 3z + §)sen 2z + 1(23; —3)cos2x + C.

5. Aplicacion de las integrales trigonométricas en el calculo de integrales de
funciones irracionales de segundo grado.

Las integrales que involucran potencias enteras de « y de una de las raices:
Va2 — 22, Va? — a2, a2+ a? pueden ser transformadas en una integral de una
funcién racional en sen z, cosz, R(sen z,cosz), usando una de las sustituciones
r=sent, x =tant, x = sect.

La substitucion = = asen ¢ : Para integrar una funcién que involucra potencias
enteras de x y de va?— 22, con a > 0 se usa la substitucién: = = a sen t.
Asi tenemos:

x
r=asent & t=arcsen —
a

T x
te[——,—] & —1<—-<le-—a<zx<a
2°2 a
dz ;
— = acost,
dt
a2 —22 = +/a2—a? sen 2t =a\/1— sen 2t = a|cost| = acost.

2
x
Ejemplo 5.4.5 I:/idx.
jemp .2

Si x =2sent entonces,
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4 sen 2t
I = / Sen 2 cos tdt = 4/ sen 2t dt
2cost

1-— 2t
= 4/%08dt:2t—sen 2t +C
= 2t—2sentcost+C

= 2arc seng—g\/él—x?—i—a

La substituciéon = = a tant : Esta es adecuada para integrar funciones que invo-
lucran potencias enteras de = y de Va2 +a?, a > 0.

Haciendo = = atant se tiene

T
r =atant < t = arctan —
a

7T7T{
272

dz - T
E:aseczt; Va2 +a?=/a%(tan?t + 1) = asect pues t€]7,§[-

2

———dzr
22+ 16
Si z =4 tant entonces,

x €] —o00,+o0[ & te}

Ejemplo 5.4.6 [ :/

16tan®t
I = /iélsec%dt:lﬁ/tanztdt
4sec?t

= m/@&p&MHAer4&+C
= 16- E - 16arctan(%) +C

x
= 4z — 16arctan 1 +C.

La substitucion = = a sect : Es adecuada para integrar funciones que involucran
potencias enteras de = y de Va2 —a?; a > 0.
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Haciendo = = asect se tiene:

x
r =asect < t = arcsec—
a

x €] —00,alUla,+o0[ & te [O,g[u]f,n}

2
dx
— = asecttantdt
dt
22 —a? = altant|.

Es necesario tomar el valor absoluto, pues para = < —a, t € (§,7) y por consi-
guiente la tangente de ¢ es negativa.

2
x
Ejemplo 5.4.7 ]:/7(11".
J P 29
d
x = 3sect, & _ 3 sect tantdt ; Va2 —9 = 3|tant|. Asi,

dt

9sec®t
I = /786(j -3 secttantdt
3| tan t|

/QSec3tdt si x< -3

—/QSecgtdt si x> 3.

La integral J = / sec®tdt puede calcular usando la férmula de reduccién 4 de la

seccion 4.2.

1 1
J = §secttant+§/sectdt

1 1 t
- §sect tant + §ln]tan(§ + %)| +C

- ,2_9 1
‘g'%+§ln|x+\/x2—9]+0.

N[ =
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Por lo tanto,

9
I:%\/x2—9+§ln!x+\/x2—9]+a

5.4.2. Integracién de funciones trigonométricas inversas.

1. La integral /f( arcsen z) dz.

Se calcula mediante la substitucién ¢ = arcsenx que transforma la integral en una
del tipo [ f(t)costdt. La cual puede calcularse en los casos en que f(f) es un
polinomio segin lo visto en el parrafo anterior.

Ejemplo 5.4.8 [ = /(arcsen z)? dz.

I = /tQCOStdt

Para esta integral podemos proceder como en el parrafo anterior o usar las férmulas
de reduccion 5.11 y 5.12.

Haciendo ¢ = arcsenz,

I = t*sent—2[tsentdt
= t%sent —2[—tcost + [ costdt]
= t’sent + 2tcost — 2sent + C
= (t* —2)sent + 2tcost + C

Como sent = x, cost=+/1— 22, la integral es,

I = ((arcsenx)? — 2)z +2v/1 — 22 arcsenzx + C.

2. La integral /P(m) arcsenzdr donde P(x) es un polinomio.

Se realiza por el método de integracién por partes.
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Ejemplo 5.4.9 [ = /aj arcsen x dx.
Haciendo: f(z) = arcsenz, ¢'(z) =2z tenemos,
1 2
()= ——; g(z) ==

Asi,
2 2
x x
I = —arcsenx — / —dx
2 2V1 — 22
La segunda integral se puede calcular usando la substitucién trigonométrica x = sent
y es del mismo tipo que la integral del ejemplo 5.4.5.

z 1
_I 122 + 5&rcsenx—|—C

[ 7=
dr =
1— a2 2

Finalmente,
22 1 x
I = 7arcsenm — Zarcsenx + ZV 1—224C.

5.4.3. Integracién de funciones hiperbdlicas, exponenciales y logaritmi-
cas.

1. Funciones hiperbdlicas.

Mediante la substitucién x = au, dxr = adu se obtienen las siguientes generaliza-
ciones de las férmulas de integraciéon dadas por el teorema ?7.

x
= arccosh —; vpara |z| > |a|.
a

/ dx
V&

x
= arcsenh —; para = € R.
a

/ dx
Vit @
dx
a2 _ 12

1 T
—arctanh —; para |z| < |a]
a

x
—arccotanh —; para |z| > |a]
a a
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Usando la substitucion «w = coshx y w = senh x se obtienen, respectivamente, las
férmulas:

/ tanhzdr = Incoshz

/cothxdac = In|senhzl.

Mediante la substitucién z = a coshu se obtiene:

2
/\/ 2 — a2dz = —%arccosh z + g\/ x2 — a2,
a

Andlogamente la substitucion = = a senh w permite calcular:

2
/\/ a? + x2dr = % arcsenh — + gv a? + x?
a

. ., a a .
La substitucion v = —; dr = ——du nos da las férmulas:
x U

1 a
= ——arcsenh —

/ dx
xVa? + a? a x
/ dx
rva? — x?
2. Substituciones hiperbdlicas

Los resultados anteriores, nos permiten observar que las integrales que involucran
potencias enteras de = y una de las raices V2 + a2, V22 — a2 pueden ser transfor-
madas en una integral de una funcién racional en senhz y coshz, R(senhz,cosh x)
(o eventualmente si fuese méas conveniente en una racional en terminos de funciones
exponenciales), mediante las sustituciones z = asenht, x = acosht. Este método
es por tanto, una alternativa a las substituciones x = asect, x = atant estudiadas

anteriormente.

La substitucion = = a senht : Para integrar una funcién que involucra potencias
enteras de x y de Va?+a22, con a > 0 se usa la substitucién: z = asenht
Asi tenemos:
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x
t = arcsenh —

r =asenht &
a
t€]—o0,+0[ & zeR
d
d—f = acosht,
Va2+ 22 = +va?+a? senh 2t = a\/1+ senh 2t = a|cosht| = acosht.
2
x°dx
Ejemplo 5.4.10 ]:/7.
EmP V9 + 2?2

Si x = 3senht entonces dx = 3 cosh tdt luego,

;o / x2dx _/3senh2tcoshtdt
V9 + x2 V9 + 9senh? ¢

—1 h2
= /Senh2tdt:/wdt

2
t senh?2t t senhtcosht
= —5—1- 1 +C——§+72 +C

t senhitv1+ senh?t
+ 5 +C

arcsenh % /9 + 22
= —— 542 1896 +C.

La substitucién = = a cosht : Para integrar una funciéon que involucra potencias
enteras de = y de Va2 —a2, con a > 0 se usa la substitucién: x = acosht
Asi tenemos:

x =acosht < t=arccosh z
a
te[0,+0] & ze€][l,+o0]
d
d_:zf = asenht,

22 —a2 = +/a? cosh 2t — a2 = ay/ cosh 2t — 1 = a|senht| = asenht.
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x2dx
Ejemplo 5.4.11 ]:/7.
jemp g

Si x = 3cosht entonces dr = 3senh tdt luego,

I o— / x2dx _/3cosh2tsenhtdt
Vaz -9 V9cosh?t —9
1 h 2t
= /COSh2tdt:/+C%dt

B t+senh2t Lo— t +senhtcosht+c
2 4 2 2

t  coshtv/cosh?t —1
+ 2 +C

2

arccosh £  xv/z2—9
= 3 C.
2 + 18 +

3. Integrales del tipo /f(ax)dm.

d
Se calculan haciendo wu = a%, d_u = Inad®. Asi, la integral /f(ax) dxr se
T
transforma en una de la forma
1
R IO,
Ina U
Ejemplo 5.4.12 (1) ] / L 4
emplo 5.4. = x.
Jemp a®+1
Sea u = a®, entonces
1 1

1
- . Zd
Ina ) v+1 u Y

Esta se realiza mediante la descomposicion en fracciones simples:
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1 -1 1
I = —/ du+/—du
Ina u—+1 U

1
= —J[-Inju+1]+nu]+C

Ina
_ ﬁhl u+1‘+c— ﬁmafil +C.
(@)1= / N
Haciendo w = a® nos queda: [ = ﬁ \/1u——u du. Esto se calcula mediante la

substitucién y = /1 —u que nos da: y> =1 —u , 2ydy = —du. Por lo tanto,

-9 y2

" lna 1 — 2

dy;

que puede calcularse usando descomposicién en fracciones parciales, obteniendo:

-2 1—y
I = — ([2y+1
lna[y+n 1+yH+C
—2 1-vV1—-a®
= — |2Vl—-a*+In|—— C.
lna[ ¢ +n1+\/1—am]+

4. Integrales del tipo /P(m)axdm, donde P(z) es un polinomio.

Utilizando integracién por partes se puede bajar sucesivamente el grado del polino-
mio P(x). Sea

Asi,

T _ P(:U) -a” 1 I NAT T,
/P(ac)a dx = o 1na/P(J:)a dzx.
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La integral del miembro derecho vuelve a integrarse por partes, hasta que finalmente
al‘

se llega a la integral / a®dr = —.
Ina

Ejemplo 5.4.13 [ = /(m?’ —1)a®dx.

3 _1)a” 1
I = u—— 3z2a%dx
Ina Ina

_ Bz—-1a" 3 2?2 a®
Ina Ina

e na 2za dx]

3_11‘ 3290 6
= (z Ja - ora + )2/:L"amdm

Ina (Ina)?  (Ina
_ (*=1)a” B 3r%a® n 6 za® 1 o d
B Ina (Ina)?  (Ina)? |lna Ina
(23 —1)a®  322%a® 6 xa® 1
= — o x C
Ina (Ina)? * (Ina)? [Ina (In a)2a *
3 a® 2 x 6xa® 6a®
_ (x )a_31a+ wa® a4+C
Ina (Ina)?  (Ina)? (Ina)
o[ -1 3 R T P
N Ina (Ina)?  (Ina)? (lna)? ’

5. Integrales del tipo /P(lnx)dx; donde P(z) es un polinomio.
Utilizando la substitucion « = Inx, estas integrales pueden llevarse a una del tipo

anterior.

Si w=Inz, entonces, x =%, dr = e"du. Asi,
/P(lnx) dx = /P(u)e“ du.

Ejemplo 5.4.14 I = /((lnw)?’ — 1)dzx.

Haciendo © =1Inz.
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I= /(u3 — 1)etdu

Esta integral nos da como en el ejemplo anterior

I=[u®—1-3u?®+6u— 6" +C.

(Ine=1).

I = [u?—3u?+6u—"Te*+C

I = [(Inz)?-3(nz)?+6lnx—T7xz+C

6. Integrales del tipo /x”(lnw)mdx; meN, ne€Z.

Si n=-1

- (Inz)™

dx, se realiza usando uw =Inz. I se transforma en / e Mumdu que

x
puede ser calculada con la férmula de reduccién 5.13.

Si n # —1, se utiliza integracion por partes,

f=(nz)™; g =a"
f/ - m(ln x)m—l _ wn—l—l
N x I = nyT
Por lo tanto,
2" (Inz)™ m

/w"(ln x)"dr = 2"(Inz)™ Lda.

n+l  n+1

Usando recursivamente integracion por partes se llega finalmente a la integral / x"dx.

Ejemplo 5.4.15 I = /x3(lnx)2 dzx.
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Aplicando la féormula con n =3 y m = 2, nos queda:

4 2
I = M—E/xg(lnm)dx

4 4
- w“(lzfv)? - V‘iﬂw _ %/ﬁdm]
_ 1‘4(1255)2 ot (énl‘) +%/$3 e
A 2 4 4
_ =z (123;) T (énx) —|—§—2+C.

7. Integrales del tipo /P(a:)(lna:)mdx.

Estos contienen a las integrales recién estudiadas, por lo que se procede de igual
manera.

Ejemplo 5.4.16 [ = /(1‘3 — 1)(Inz)? d.

Aplicando la férmula para P(z) =2 —1 y m =2 tenemos:

I= /m3 (Inz)? dz — /(1n:c)2dm.

La primera integral es la que hemos calculado en el ejemplo 5.4.15 | la segunda se
calcula usando lo descrito en 5 usando la substitucion = = e“ y obtenemos:

/(lnx)Qda: = [(lnx)2 —2Inz+2]z+C.

Asi,
7= r*(Inx)? B z* (Inx) n :U_4
4 8 32

+ [(In2)? —2Inz+ 2]z + C.

5.4.4. Ejercicios propuestos

1. / (1+sen z) dr = 1tan2 (E) + tan (E) + 1hrl [tan (g)] + C.

sen x(1 + cos x) 4 2 2 2
1 1
2. dr = — 2cotan z + C.
sen?zx cos? x Sen & cos

1 1
3. /7dw: + In [tan (fﬂ + C.
senz cos? x coS T 2
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1 1
4. /zida;—— + In [secz + tan z] + C.
sen?z cos sen x
1
5. /7da;—ln(tanx)+6’.
SenT cos T
senx senT7x
. 4 = — .
6 /sen xsen 3x dx 5 11 +C
-1 -1
7. /sen (4x — 4) sen (3w—3)dajzsen (z=1) _senTlx )—i—C
2 14
3 7
8. /sen5x0082:ﬂdm:—C086x—serll4$+0
sen bxr sen llz
9. 8 3z dr = - C
/cos T cos dx dxr 10 7 +
1 _
10. /senaw cosbrdr = — - cosfa—b)z | coslatb)e +C
2 a—2b a+b
11. /sema:nsembacdac:l sen(a—b)x_sen(a—i—b)w +C
2 a—2b a+b
1 _
12. /cosaz cosbrdr = - sen (@ —b)z | sen(a+b)e +C
2 a—> a+b
1 6 4 2
13. /cosx cos 2z cos 3x dx = — e :U+sen m+sen $+$ + C.
4 6 4 2
14 /7364 dw——§(3+2x2) 1—:U2+§arcsen1‘+0
) Vi—22 8 8 '
d
15./ v = arctane” + C.
et +e %
2 1
16./\/%@52595 9—w2+§arcsen<§>+0.
17 /Ldac—lv9+w2—garcsenh (£)+C
VI a2 2 2 3 ‘
x? 1 9
18./7d$:—m 22 =9+ —In(x + Va2 -9)+C.
229 2 2
1 1 3
19. ———— dx = ——arctan (*) + C.
/w\/x2——9 3 Va2 -9
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1
——arctanh

1 3
20. — dx = — )+ C.
/w\/Q—w2 v 3 <\/9—x2)

21. 7dm:ln<:n+ :U2—16>+C.
22./;dm:—lln(m—2)+lln(m+2)+0.
4 4 4
23. /(w2—2w+1)exdm:exa;2—4exa:+5ex+0.
24. /[(lnm)2—21nx+1] dz = (Inz)? —2zlnz + 3z + C.

. 1 1 . 2 2 .
2 35 _ 1 30,03 _ 1 3 2 2.3, 4 3
25. /w (Inz)’de = 3¢ (Inz) 3¢ (Inz)* + 5% Inz 573 +C.

5.5. Integracion de algunas funciones algebraicas

5.5.1. Integracién de funciones irracionales simples

) ar + b ) )
Cuando la variable z,ax +b o ——— aparece elevada a diferentes potencias
a'r+b
fraccionarias, es conveniente usar la substitucién y = ¥z donde ¢ es el minimo comtin

ar+b

/ /
ar’ +b
caso. Esta nueva variable permite eliminar los exponentes fraccionarios como veremos en

denominador de los exponentes de las potencias de z,ax +b o segun sea el

los siguientes ejemplos.

. VT
E lo 5.5.1 1. I = — _dx.
Jempro / 21+ va) "

Haciendo y = ¥z, se tiene x =14% y por tanto, dx = 6y°dy.



5.5. INTEGRACION DE ALGUNAS FUNCIONES ALGEBRAICAS

2.1:/%

Haciendo y = ¥/, tenemos que = =y'? y dx = 12y'ldy.

obtenemos:

I

1
12/(y7+y6+y5+y4+y3+y2+y+1)dy+12/ﬁdy

8 7
12 [%+y7+---+y—+y+ln(y—

N W

/ 6y"dy 5 / yldy
23(14+¢2) ") 1+
4
y*—1 1
3/y2+1dy+3/1+y2dy
3/(2—1)d +3/Ld
y y el

Y3
3 <— —y) + 3arctany + C

3

Va — 3z + 3arctan ¢z + C

12 lld 8
/ L A 12/ Yy
y*—y y—1

X

2
3

_ 12/(y8—1)+1

y—1

/

dy

(y* — 1+ 1)dy

1492

81 1
- 12/y dy+12/—dy.
y—1 y—1

Usando la férmula de factorizacion

1=y D@y Py ),

2
2

12
7

ol

+ =t

1)

|+c

+~'+6w%+12x%+121n)x%—1‘+C

553
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5 I_/diw
T v/ 3x — 1

241 2yd
Vv3x —1 =y implica x:y; , dx:%.Asi,

2dy
I = = 2arct
/y2+1 arctan y + C

= 2arctan V3z—-1+C

1 r—2
= I/E\/?)w—i-ldx

[z —2 x — 2 7
escribiendo y = ?ij, implica y? = 31 | y 2ydy = mdm y por lo

2
Y-+ 2 y
1 3.2 32 Asi,

tanto, = = y3r+1=

1—3y2

]:/(1—3y2)_y-2y_ 7
212 7 (1-3y)?

B 2y>dy
= 7/ (W2 +2)(1—3y7)

Esta integral se calcula usando el método de descomposicién en fracciones parciales.

dy

5.5.2. Integracién de f(z)= 2P(ax™ +b)? p,q,n € Q.

Laintegral I = / f(z)dz puede transformarse en una integral de una funcién racional

1 1
si uno de los numeros g, ]i, pt- + g es entero. En efecto:
n

e Si ¢ esun entero, entonces f(z) se integra como hemos visto en el parrafo anterior.

e Si ¢ es un racional no entero, emplearemos la substitucién:

y=z", dy = na" " ldx
Si y > 0, entonces
1
I= /mp(a:ﬂ"+b)qdm = E/ pTH_l(ay+b)qdy

1 b\
= —/yp;rl'i_q_l (—ay+ > dy
n Y
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1
e Si P

de una funcién racional usando la substitucion:

Q@
€Zy q=—, con (a, ) =1, laintegral I se transforma en una integral

t’ =ay +b.

p_wth

1
osi 2 + + g € Z, se usa la substitucién
n Yy

Ejemplo 5.5.2 1. [ = /\/E({”/E—él)Qdac.

En esta integral ¢ € Z entonces,

I = /Vﬂ%ﬁ—%@+%ﬂx

= - + +C
7 5 3
I+1 241 3

— E 13_4_83311_1_2124_0

2. 1= /x3(1 —w2)%dw.
En este caso particular,
3
p=3,n=2 g=— entonces, haciendo y = z2, obtenemos:

3
2

I = 1/y2+%—1 (7_3/4—1) dy
2 Yy
1 1 3
2 Yy

= 2 € Z, usaremos la substitucion

Como P
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= /m%(m?’ - 1)_%dm. Como
1
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2 = 1—y
2tdt = —dy.

Como t=+v1—x2%;
(V122"  (V1—a?)
I = — +C
7 )

23 22

_ m[“ SRR 5“””)]+c
9.2 4_ .6 9,2, A4

_ m[l 3z —|—73£L' x 1 2a§)+m]+c

3 1 1 1
7n:3q:__7]i: ]%+q:—1€Z,

b= 5
2 2 n 2’
estamos en el tercer caso.

Si y = a3, entonces, dy = 32%dy , y por lo tanto,

3 3

1 y—1\"2 1 y—1\"2
IT==[4°Z— dy = = LA dy.
3/y<y> Y 3/<y> Y

-1 d 1
Haciendo #? = y—, tenemos que 2tdt = id HNTIES
y y? 1—1

1 1
I = = [t32%———dt
3/ (1—12)?

2 1
B §/t2(1—t2)2dt'




5.5. INTEGRACION DE ALGUNAS FUNCIONES ALGEBRAICAS 557

Esta integral se calcula usando la descomposicion en fracciones simples o parciales
y resulta (ver ejercicio propuesto 19 ):

1 x 3lnjz—1]  3ln|z+1|
I=—=- - + +

z  2a%-1) 4 4 ¢

5.5.3. Integracién de funciones racionales de =z y vaz? + bx + ¢

Estas integrales se reducen a la integral de una funcién racional en la variable z,
mediante una substitucion adecuada:

= Sia>0

Haciendo z = vax? + bx + ¢ — z+/a tenemos que

ax? + bx + ¢ = ax? + 2xv/az + 22,

lo que implica

b + ¢ = 2z az + 22

despejando = nos queda:

252—6

b—2yaz

— 2 —
dr = 2 vz +bz \/acdz
(b —2yaz)?

Ademaés:

_ 2 _
vVar?+br+c=zva+z= \/a;_j;lj/zaz vac

Ejemplo 5.5.3 [ = En este ejemplo a=1>0:

dx
/\/x2—3x+1’
Sea z=+Vz?—3x+1—2,de donde
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J— Z2_1 .
T 3oy
—22_-32-1
- 9~ - )
dx 32 dz (5.26)
o =2(z%2 432+ 1)
B (3+22)?
—22_-32-1 2243241
Vi? -3z +1= — 2
S —3_92. 37122 (5.27)

Asi,

/ —2(22+32+1)  (3+22)
] = . z
(34 22)2 2243241

—2dz
= /3+22 =—In|3+2z|+C

= —In|3+2va? -3z +1—-2z|+C

De (5.26) y (5.27) vemos que una integral que involucra polinomios en z 'y
Vax? 4 bx + ¢, se convierte en una funcién racional en z.

m Sic>0:

Var? +bx +c—+/c
Haciendo z = \/_, tenemos
x

az? 4+ bx + ¢ = 2%2% + 2wz/c + ¢,

lo que implica:

ar +b=xz>+ 2z\/c
Asi,
2z¢/c—b

a — 22

dr — 2\/Ez2—bz~|—a\/5d
(a — 22)?

(5.28)
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2 _
Var2+br+c=zz++c= vez @ _bZZ;_) aye (5.29)

De (5.28) y (5.29) vemos que una integral que involucra polinomios en z vy
Vax? + bx + ¢, se convierte en una funcién racional en z.

Tenemos que c¢=3>0:

Ejemplo 5.5.4 | —/ dr .
V—a?+22+3
V—22+22+3 -3

Haciendo z = , obtenemos:
x

2v3z—-2  2(1-3)z

T TS T T 24

dr = \/_Z _zz_ﬁdz
(22 +1)2

Vam T e — _W3F 22— V5
(2241)

Por lo tanto,

/ \/_z —22—\/_ —(22+1) s
(224 1)2 V32 —2:— /3
2
I = / Zdz = —2arctan z +¢
z2+1

=124+ 9 —
—2arctan ( T V3 +C

X

» Si b2 —4ac > 0.

En este caso, el polinomio ax? + bx + ¢ tiene dos raices reales y distintas 71,79,
por lo cual podemos escribir:

az?® + br +c = a(x —r)(z — o).

Introduciendo la variable z tal que satisfaga la igualdad:



560 CAPITULO 5. LA INTEGRAL INDEFINIDA: CALCULO DE PRIMITIVAS

Vaz + bz + ¢ = alz —r)(x —ro) = 2(z — 1) (%)

tenemos que

alx —r)(x —rq) = 22(3: — )7,

es decir:

a(x —ro) = 22 (x — 7).

Despejando x obtenemos:

ary — 22 _ 2a(ry — )z

_ G ns de —
v a—z22 o (a — 22)2

dz

var?+br+c= alry — )z Tl)z.

a— 22

Estas dltimas igualdades nos permiten concluir que una integral de una funcién ra-
cional en = y +vax?+br+ ¢, se transforma mediante la substitucién (*) en una
integral de una funcién racional en z.

Ejemplo 5.5.5 [ =

/ dz
V22 420 —4
b —dac=4—-4-2-(—4)—-36>0
202 4+ 22 —4 =22 +1—-2)=2(x+2)(z— 1)
Sea z tal que V22 +2x —4 = z(x +2), entonces
2 4 227 4.3z
= .

2227 dx:(Z—ZQ)ZdZ

Vot 1 or 4= 97

22
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5.5.4.

_ 2 _
I /2 z 12z "
6z (2—22)

- _2/222:2/z2dj2:2/(z—ﬁ)(z+\/§)

2/ 1 1 d 2/ 1 1 d
= ———dz — ———dz
V22— V2 2V2z+ V2

1 1
= —In|z—V2|——=Injz+V2[+C

V2 V2
1 V2x2 4+ 2x — 4 1

= YT Al
\/5“‘ 7+ 2 Noha

Ejercicios propuestos

Calcule las siguientes integrales:

1.

o

o

=2

T

I_

~ Vade

BN (RN = 4y +4In |1+ Vx| + C.

202 + 22 — 4

+V2[+C

: 2 1
I= /x§(2xé —1)3dz = —g\/g—k %vﬁ zl’ — I—;vG o9+ 76\/3317—1-0.

T 1
/ﬁ_ldm B[m\/z+3a:+6\/§+6 n|vz—1[]+C

55

1
/—x:—ln(2w+l+\/4w2+4m—3)+0
4?2 +4x—3 2
2¢+1
=In + w2+x+1>+0.
/m < 2

3 2\—3 1
(1 —2%) 2de = ——+ V1 —22+C.
/ ( ) V1—2x2

.I:/m3(1+m de—— \/1+m2——\/1+m2+0

NS

Va-1
dr =2
x Vz +1In NS +C.

561
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9. /\/4w2+4x—3dx—
C

172z +1 3 [or+1
10./\/x2+w+1da;——[w+ x2+x+1+11n<x+ n 3:2—1—3:—1-1)]—1—0.

2 2 2

1
i (20 +1)Viz2 + 40— 3 - 4 (20 +1) + VA2 + 42— 3) |+

11./#dl‘:\/1‘2—|—2:L‘—|—2—ID(IL‘+1—|—\/1'2—1—21'—{—2)—{—0.
V2 42z +2

x 1 25 1
12. — dr=—\14x—22+ = arcsen —<a:——> + C.

/vl—i—x—x? 2 ( 5 2

1 24+ 2v1 — 2

13./—da::—ln THAY troT +C.
rV1+x—a? x



Capitulo 6

Integral de Riemann

6.1. Introduccién

Dada una funcién g(t), que en particular podemos interpretar como la posicién de una
particula en el instante ¢, al derivarla conocemos su velocidad instantdnea ¢'(t). Ahora
queremos resolver un problema inverso, conocida una funcién f que en particular nos
da la velocidad instantdnea en el tiempo ¢, queremos conocer el camino recorrido por la
particula en un intervalo de tiempo [a, b].

En sintesis, queremos responder la pregunta:

Si f(t) es la velocidad de una particula, en el instante ¢, ¢t € [a,b] ;Cudl es el
camino recorrido en el tiempo b — a?

Para ello, se hace el siguiente procedimiento por aproximacién:

» Si f(t) es continua en |[a, b], entonces podemos suponer que en intervalos pequenos
no tiene grandes variaciones. Asi, si particionamos [a,b] en n partes

a 3] to e tp—1 b

Supondremos que f(t) es constante en cada subintervalo [t;, ti+1], f(t) = f(z) para
algfm Z; € [ti,ti+1].

563
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» Ademds, si f es positiva en [a, b]

v

Usando que

d
’Uzzﬁd:vt

La distancia recorrida en el intervalo de tiempo [t;_1,;] es
di = f(z)(t; —ti—1)

Una aproximacién del camino recorrido es

Y odi=Y " f(z)(ti—tia)
i=1 i=1

Cada d; corresponde geométricamente al drea de un
rectangulo.

i1

n n
y suma de los Z d; = Z f(z)(ti —ti—1) es la suma de las areas de los n rectangulos
i=1 i=1
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c

‘ ;Como mejorar esta aproximacién?

Afinando la particién del intervalo [a,b] Se tiene una mejor aproximacién del camino re-
corrido, pero es siempre una aproximacion.

Cuando la base de los rectangulos R; se hace cada vez més pequena, es decir

At; =t; —t;_1 — 0 ; para todo 4
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P ]

a b

Pero en tal caso, la part1c1on {to, tl, ..ty } pierde su finitud, y tiende a ser el intervalo [a, b],

por lo tanto las sumas Z d; = Z f(zi)(t; —ti—1) tiende a tener “demasiados” sumandos:

=1 =1
una cantidad infinita continua. Por tal razon, no se puede hacer aritméticamente y se

necesita un paso al limite:

(At; — 0;Vi) <= n — o0

El camino recorrido es lim E f(z) A t;, cuando este limite existe, sobre todas las
n—-aoQo
=1

posibles particiones de [a, b].
n

A la expresién Z f(z;) Aty se les llama sumas de Riemann.
i=1
En particular, si

L f(zi) = sup{f(t) : ¢ € [tim1, ti]} = M;

En tal caso las sumas se llaman sumas superiores de f en [a,b] para la particién
{to,tl, e tn}

a 1 to t3 b

Figura: Sumas superiores

2. f(ZZ) = inf{f(t) 1t e [ti—17ti]} =1my;

En tal caso las sumas se llaman sumas inferiores de f en [a,b] para la particién
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{to,t1,...tn}

a 1 to t3 b
Figura: Sumas inferiores

I(f,]a,bl, Pn) < R(f,[a,b], P) < S(f, [a, 0], Pn)

Si supI(f,[a,b], P,) = infS(f,la,b],P,) = &, donde el supremo e infimo se toma sobre
todas las particiones P, de [a, ], entonces se dice que

b
/ f(t) dt existe, y su valor es &

Debemos buscar un método para calcular fab f(t) cuando se sabe que existe

La interpretacién geométrica de &, cuando f es continua y positiva, corresponde al area
bajo la curva de f.

Como los limites de estas sumas, salvo casos simples, son muy complicados o tal vez
imposibles de calcular, es que

Este método es el calculo de primitivas
Pero una primitiva de f es una funcién F, y f; f(t) es un nimero, por lo cual son con-
ceptos diferentes.
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Lo que soluciona el problema, después de cierto trabajo, es el teorema que relaciona ambos
conceptos.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Teorema Fundamental Integral Indefinida
del Célculo
< l > o antiderivada

12 f(t) = F(b) - F(a)

Donde F' es una primitiva de f
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6.2. Sumas de Riemann y el concepto de integral

Definicion 6.2.1 Particion del intervalo

Sea [a,b] un intervalo cerrado y acotado de R, a < b. Una particién de [a,b] es una
familia finita P = {tg,t1,...,t,} de puntos tales que

a=tg<t1 <...<tp1<t,=0b

Para cada particién P = {to,t1 ..., t,} tenemos que los intervalos [to, t1], [t1,t2], ..., [tn—1,tn]

satisfacen:
n

la,0] = | Jti-1, ti]

=1

Denotaremos por At; la longitud del subintervalo [t;_1, ;], es decir:

At; = t; — t;_1 = longitud del subintervalo i.

En particular, tenemos:

n
ZAti =(t1 —to) + (ta —t1) + ...+ ... = b — a = longitud del intervalo [a, b].
i=1
Se llama norma de la particién al nimero |[P|| = méx{At¢; : i = 1,...n}. n Sea
a th to tn1 b

Figura 6.1: Particién del intervalo

f :[a,b] = R una funcién acotada. Sea P = {to,t1,...,t,} una particién de [a,b]. Para
cada 7 € N, 1 <17 <n se definen los niimeros:

M; =sup{f(z); = € [ti-1, t:i]}
m; :fllf{f(.ﬂ), WS [ti—h tl]}

Es inmediato que m; < f(z) < M;, paratodo = € [t;—1,t;] ; i=1,2,...,n.

Definicion 6.2.2
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1. Se llama una suma de Riemann de f correspondiente a la particion P a cualquier
numero de la forma:

Zfsz i—tic1), & € [tio, ti].

2. Se llama suma inferior de f correspondiente a la particién P al nimero

Zmz z_tz 1

3. Se llama suma superior de f correspondiente a la particién P al nimero

n
= z Mz (tz
=1

Observacion 6.2.3 Como f es acotada en [a, b] entonces es acotada en cada [t;_1, t;] y
luego tiene supremo e infimo en dicho intervalo. Si ademas, f es continua, el Teorema de
Weierstrass 2.5.17, asegura que f alcanza su valor maximo y minimo en cada intervalo
[ti—1, t;].En particular si f es continua y creciente m; = f(t;—1) y M; = f(t;).

I(f,P) =fla)(ty —a) + f(t)(t2 — t1) + f(t2)(ts — t2) + f(ts3)(b — t3)
=suma de las areas de las partes achuradas de la figura 3.2.,

donde f es continua, creciente y positiva.

S(f,P) =f(t1)(tr — a) + f(t2)(ta — t1) + f(t3)(ts — t2) + f(b)(b — t3)

=suma de las areas de las partes achuradas de la figura 3.3.

Observacion 6.2.4 Es facil verificar que I(f,P) < S(f,P) para toda particion P de
[a, b](Ejercicio ).

Definicién 6.2.5 Una particién P de [a,b] se dice més fina o un refinamiento de la
particién P’ de [a,b]) si se cumple que todo punto de P’ es punto de P. En tal caso
escribimos P’ C P.

Ejemplo 6.2.6 P ={1,1,2,1,4,1,6,1,8,2} es una particién de [1, 2] més fina que {1, 1,4, 2}.
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Teorema 6.2.7 Sean P, P’ particiones de [a, b] tales que P’ C Py f : [a,b] — R acotada
tenemos: I(f,P') < I(f,P) < S(f,P) < S(f,P).

Demostracién: Suponemos que P’ = {to,t1,...,tn_1,tn} y que P = {to,to, 1,12, ... tn_1,tn},
es decir que P tiene un punto mds que P’. En este caso

I(f,P") =mo(ty —to) +mi(ta —t1) + ...+ mp_1(ty — tn_1)
I(f,P) =mo(ty — to) + m1(t, — to) + ml(tQ —t) F A My (ty — tae1)
I(f,P) — I(f, P") =mo(to — to) + my(t1 — to) — mo(t; —to) =
=(mo — mo)(to — to) + (M1 — mo)(t1 — to)

Ya que mo < mg y mo < my tenemos I(f,P') < I(f,P).

to to (51
Figura 3.5.
Analogamente se prueban los otros resultados. O

Teorema 6.2.8 Si P y P’ son dos particiones cualesquiera de [a, b] entonces se cumple

que I(f,P) < S(f,P").
Demostracién: Sea P’ =P UP’, de acuerdo al lema anterior tenemos

I(f,P) < I(f,P") < S(f,P") < S(f,P)

I(f,P) < I(f,P") < S(f,P") < S(},P)
Por lo tanto, I(f,P) < S(f,P") < S(f,P’) como querfamos probar. O
Sea ahora ry = {I(f,P); P es particion de [a, ]} el conjunto de todas las sumas infe-
riores asociadas a todas las posibles particiones de [a, b]. La proposicién anterior garantiza

que 7y es acotado superiormente y , por lo tanto, tiene supremo. Esto da sentido a la si-
guiente definicién.

Definicion 6.2.9

1. La integral inferior de f en [a,b] es el nimero

b
/ f(z)dx = sup{I(f,P); P es particién de [a, b]}
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2. La integral superior de f en [a,b] es el niumero

b
/ f(z)dz = inf{S(f,P); P es particién de [a, b]}

3. Diremos que f es integrable en [a,b] si se cumple que

/Lbf(m)dx = ff(m)d:r

b
En este caso el valor comin se denota por f(x)dx y se llama integral de

Riemann de f sobre el intervalo [a,b].

b b
Observacién 6.2.10 Es inmediato que / f(z)dx S/ f(z)dx.

Ejemplo 6.2.11 1. Sea f la funcién constante sobre [a,b]. Es decir, f : [a,b] — R tal
que f(z) =¢, paratodoz € [a,b].

Sea P = {to,t1,...,t,} una particién cualquiera de [a, b]. entonces tenemos que:

I(f,P) = Zmi(ti —ti-1),
i=1

S(f,P)= ZMz(tz —ti-1).
i=1

Como m; = inf{f(x); x € [ti—1, t;]} =cy M; =sup{f(x); = € [ti_1, t;]} = c.

Tenemos

n

I(f,P) = Zc(ti—ti_l) =c(t1 —to+ta—t1+...+ty—th—1) = c(tn —to) = c(b—a).
i=1

Andlogamente tenemos que:

n

S(f,P) = Zc(ti —t;1) = (b — a).

=1

De esta forma podemos concluir que:

/Lbf(w)dw =cb—a)= /abf(w)da:.
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Por lo tanto, en virtud de la definiciéon 3 tenemos que f es una funcion integrable y
b
/ f(x)dx = c(b — a).
a

2. Sea f :[a,b] — R la funcién definida por

0 si z esracional
flz) = . .
1 si x esirracional
Sea P = {tg,t1,...,ty,} una particiéon cualquiera de [a,b]. Entonces, debido a la

densidad de los nimeros racionales e irracionales en R tenemos que:

m; = fnf{f(l‘), S [ti—la ti] } =0
M; =sup{f(z); = € [ti-1, t:] } = 1.

Luego,

I(f,P)=>_mi(ti—ti1) =D 0-(t; —t;i_1) =0.
i=1 i=1
S(f, 7)) = ZMz(tz - tz’—l) = Z(tl — ti_l) =t,—to=b—a.
i=1 i=1
Por lo tanto,

x)dx =supry =0,

)
x)dr =inf Ry =b—a.

£ I
ff(

Asi, f no es integrable puesto que

/Lbf(w)dw:07é/abf(x)dx =b—a.

3. Sea f:[0,1] — R definida por f(z) = =.
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1
1 1 1
Demostraremos que / flx)dx = 3
0
En efecto, sea P = {tg,t1,...,t,} una particiéon de [0,1] que divide el intervalo
en n subintervalos de longitud igual a —. Por lo cual la particiéon es el conjunto
1 2 ) . ) . . .
0,——, .oy, —..y 1y Esdecir, t; = —, con 1 <4 < n, y las sumas inferiores
n'n n n
son

I(f,P) :Zmi(ti—ti_l), dondemi:inf{f(:n); T € [i_l,q}.
i=1

n 'n
n i—1 /1 p— 1 " -1 1 1-n ;
I(f,P)ZZZ:;Zn (%_zn ):;Zn ‘ﬁ:ﬁ;(z_l)
_lym-n=1)\ n-1
—ﬁ< 2 )_ 2n

- i1 X
SUP) =D Milti—ti) =Y~ ==Y —
=1 i=1 i=1
n? ()= n? 4 YT T2 2n
=1 i=1
Como -
b b
I(f,P)< | flx)de < [ f(x)dz < S(f,P),
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Tenemos que

Es decir,

como habiamos enunciado.

Criterio de Integrabilidad

Teorema 6.2.12 Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. f es integrable en [a, b] si y sélo
si para todo € > 0 existe una particién P. de [a,b] tal que S(f,P:) — I(f,P:) < e.

Demostracion:

(«<=) Supongamos que la condicién es cierta. Entonces, dado ¢ > 0 existe una particién
P. de [a,b] tal que S(f,P-) — I(f,P:) < e.

Por lo cual,
inf{S(f,P); P es particién de [a,b]} < I(f,P:)+e.

Usando la definicién de integral superior podemos escribir:

T b
/ f(x)dz < I(f,P:)+¢e <sup{I(f,P); P es particién de [a,b]} + .

En virtud de la definicién de la integral inferior, tenemos:

- b
/ f(z)dz < / f(z)dz +e.
Lo que implica que, _ B
b b
0< / f(x)dx — / flx)dx < e.

Como esta desigualdad se cumple para todo nimero positivo €, podemos concluir

que -
/a fla)e = /_b f(a)da,

lo que nos dice que f es integrable.
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( = ) Reciprocamente, si f es integrable, entonces

ff(m)dw :/Lbf(a:)dx =1

Sea € > 0 dado. Usando la definicién de integral superior, definicién 2 o -lo que es
equivalente- la caractizacién de infimo, tenemos que existe P. tal que:

)
SR < [ fande+ 5.

En virtud del lema 6.2.7, podemos escribir:

)
S(f,P) < / f(z)dx + % ,para toda particién P més fina que P..

Andlogamente, usando la definiciéon de integral inferior, definicién 1, o lo que es
equivalente la definicién de supremo, tenemos que existe

P tal que:
b
107> [ feyin -5,

Nuevamente, usando el lema 6.2.7, podemos escribir:

b
€
I(f,P) > / f(x)dx — 5 - para toda particién P més fima que P..
Ja_
Si definimos P, = P'. U P/, tenemos que:

S(f,P.) < I+ %

sumando las dos desigualdades obtenemos,
S(f,’PE) - I(f,PE) <Eé.
O

Ejemplo 6.2.13 La funcién f(z) = [z], la parte entera de x, satisface el criterio de
integrabilidad en [0, 1] y por lo tanto es integrable en dicho intervalo.

En efecto
0 si0<x<1
-]

1 sixz=1.
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Esta funcién tiene una discontinuidad en [0, 1]. Sea P una particién cualquiera de [0, 1].
P =A{xo, v1,...xp} ;20 = 0, 2, = 1. Como la funcién es constante en [0, 1] e igual a
cero, tenemos que:

m; = iInf{f(z); z €z;—1, 2]} =0, i1=1,...n.
M; = sup{f(x); x € [ri—1, 2]} =0, i=1,...n—1
My,

Por lo tanto,

S(f’ P) = 1 (mn - xn—l) = Az,
Asi tenemos,
Entonces, dado ¢ positivo, en virtud del Principio de Arquimedes existe N € N tal que

N < e. Por otro parte, podemos construir una particién P, de modo que ||P:|| < N

Asi, dado e positivo hemos encontrado una particién de [0, 1], tal que

0 < S(f,P) — I(f,P) = Ay, < % <e.

1
(Cuénto vale [ [z]dz?

Como ya sabemos que la integral existe, podemos obtener su valor por el camino mas facil.
En este caso usando la integral inferior cuyo valor es cero.

/Ol[m]dm:O.

Ejemplo 6.2.14 La funcién f(z) = [z], la parte entera de z, satisface el criterio de
integrabilidad en [1,2] y por lo tanto es integrable en dicho intervalo.
En efecto

fz) =

1 sil<z<?2
2 six=2.

Esta funcién tiene una discontinuidad en [1,2]. Sea P una particién cualquiera de [1,2].
P=A{xo, v1,...2n} ;20 =1, 2, = 2. Como la funcién es constante en [1,2[ e igual a
uno, tenemos que:

m; = mf{f(z); x€zic1,z]} =1, i=1,...n.

M; = sup{f(x); v €[ric1,x]} =1, i=1,...n—1.

M, = 2
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Por lo tanto,

i=1 i=1 =1

n n—1 n—1
S(f,P) = > M;-Az; =Y M- Aw;+ MyAz, =Y Az + MyAx,
i=1 =1 =1
= (p1— 1)+ M,Azy, =2,1—14+2(xp —xp-1) = (Tp —Tp-1) —1+2
= Ax, + 1.

Asi tenemos,
0<S(f,P)—1I(f,P)=Ax,+1-1= Az,
Entonces, dado e positivo, en virtud del Principio de Arquimedes existe N € N tal que

1 1
N <¢ Por otro parte, podemos construir una particién P. de modo que ||P:|| < N

Asi, dado ¢ positivo hemos encontrado una particién de [0, 1], tal que

0< S(f,P) — I(f,P) = Azy < % <e.

2
;Cuénto vale [ [z]dz ?

1
como en el ejemplo anterior, dado que ya sabemos que la integral existe, podemos obtener
su valor por el camino mas facil. En este caso usando la integral inferior cuyo valor es uno.

/12[.%'] dx = 1.

6.2.1. Calculo de integrales mediante sumas de Riemann particulares

bh—
Teorema 6.2.15 Si f : [a,b] — Resintegrabley P, = {ti,ti =a+ az’,i =0, ,n}
n

entonces,

b
lim s(f,Pn):/ f(z)dz.

n—-4oo

Ejemplo 6.2.16 Consideramos f(z) = 3, z € [0,1].

1—1
n

)

En este caso, como f es creciente, m; = f <%> = <
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) = S () < B

Asi tenemos que:

Ejemplo 6.2.17 La funcién f(z) = = definida en [a, b] es integrable y su integral

En efecto, demostraremos que f(x) = x satisface el criterio de integrabilidad en cualquier
intervalo [a, b].
Dado un ndmero positivo € positivo, debemos encontrar una particién del intervalo [a, b]

tal que
S(f7,P€) _](f77)€) <e&.

Sea P,, una particién cualquiera de [a, b].
P ={xo, x1,... 2y} ;20 = a, x, = b. Como la funcién identica es creciente en [a,b[ ,
tenemos que:

m; = Wnf{f(x); z € [zi1, 2]} =miq, i=1,...n.

Mi = Sup{f(l')? T € [$i—17 :EZ]} = Zy, i = 13 N2

Por lo tanto,

=1 =1

S(f,Pn) = ZMZ Az = ZIL‘Z <Az
i=1 i=1
Con estos calculos podemos escribir:
0<S(f,Pn)—I(f,Pn) = xi(x1—a)+za(ra—21)+...... +b(b—xp-1)
—la(zy —a)+x1(xg —21) + ... ... + Zp—1(b— zp—1)]

= (m1—a)(z1 —a)+ (22 —z1)(z2 —21) + ...
.o+ (b—$n_1)(b—$n_1)
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Acotando uno de los factores en cada sumando por ||P,)||, obtenemos:

0<S(f,Pn) —I(f,Pn) < (21— a)||Pu)ll + (z2 — 21)|[Po)l[ + ... .. + (b= zn-1)|Pn)l|
[(z1—a)+ (xg —21) + ... ... + (b — zn—1)||IPn)l|
= (b—a)||Pn)]l-
Con el mismo razonamiento usado en los ejemplos anteriores, tenemos que: dado € positivo,
1
en virtud del Principio de Arquimedes existe N € N tal que m < e. Por otro parte,
1
podemos construir una particién P, de modo que ||P.|| < W
—a
Asi, dado ¢ positivo hemos encontrado una particién de [0, 1], tal que
1
0<s -1 =(b-— b—a)——— .
<S(P) I P) = (= )P < (b~ ) g <

b
El criterio de integrabilidad nos dice que el nimero x dx existe, pero no dice cuanto

a
vale. Como sabemos que existe calcularemos la integral usando sumas de Riemann en que
la funcidén se evalua en el punto medio de cada subintervalo.
Sea P, una particién cualquiera de [a, b].

P=Azo, @1, ... ¥n} ;20 =0, Tp = b, &Z%.
entonces:
n
et Ttz b+,
Zf(fi)AwZ— — 5 Yo —a) + 22 0 ) +Tn1(b_wn—1)
i=1
= (a_xl)(a—{_l'l) + (m2 _ml)($2 +$1) + (b+$n—1)(b—l'n—1)
2 e :
1
= §(x%—a2+x§—x%+ ...... +02—a2 )
b2 — 2
- T2

Observemos que el ultimo céalculo vale para cualquier particién. Como la funcién es conti-
nua y si n — 400, entonces M; y m; tienden a confundirse con el punto medio de cada
subintervalo, por lo cual podemos concluir que:

b 2 2
b* —a
/ascdw— 5

El siguiente teorema es una de las consecuencias més importantes del criterio de integra-
bilidad.
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Teorema 6.2.18 Si f : [a,b] — R es una funcién continua o continua a tramos entonces,
f es integrable en el intervalo [a, b].

Ejercicios resueltos

1. Recuerde que si la velocidad de una particula es constante en un intervalo de tiempo,

entonces se usa la féormula v = C—i, donde d es la distancia recorrida y t el tiempo
transcurrido.

Esta féormula no es valida cuando la velocidad varia en cada instante, pero si puede
usarse para calculos aproximados.

Suponga que una particula se mueve con velocidad v(t) = t? + 1;¢ € [0, 1]; ¢ medido
en horas.

a) Dé un valor aproximado del camino recorrido durante una hora, suponiendo
que cada 12 minutos la velocidad se mantiene constante e igual a v(§;) donde
&; es la mitad del tiempo transcurrido en cada intervalo de 12 minutos.

b) Observando el grafico de la situacién dada en a) ;Cémo podria obtener un valor
mas exacto del camino recorrido?.

¢) (Cémo podria obtener una férmula para obtener el valor exacto?.

Solucién:

a)
v(t) =t +1, t € [0,1].

0 12m=1 24m=2 36m=2 48m=12 1homa

Los puntos medios de cada subintervalo de 12 minutos son:
= b= G =, f =, £ =
T 100?100 100 10

d
Como v = 7 entonces d = v - t.

= Si0<t<1/5, v=uv =uv(&)

Il
7N
sl=
~
no
+
—_
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2
Si1/5<t<2/5 v=uvs=0(t)= <%> +1

2
Si2/5 < t<3/5 v=uvs=0(&)= <%> +1

2
Si3/6<t<4/5, v=v=v(&)= <%> +1

2
Si4/5 <t<5/5 v=uv5=0()= <%> +1

Por lo tanto, en cada subintervalo ¢ supondremos que la velocidad permanece
constante e igual a v;. Por lo tanto la distancia total d recorrida es:

1
d = d1+d2+d3+d4—|—d5:g(v1+vz+v3+v4+v5):

1)2 3?2 52 7\2 92

— 1 = 1 — 1 — 1 - 1
() +1+ () +1+ () +2+(5) *1+ (55) *
1_2+3_2+i+7_2+9_2+5 _ 1149425449481
102 © 102 102 102 102 5 100

[ I R

33
= —+1=1,33.
100+ ’

b) Un valor mas exacto se obtiene haciendo una subdivisién mas fina del intervalo
[0,1].

¢) Una forma de obtener el valor exacto es haciendo divisiones tan finas de modo
que la longitud de los subintervalos tiendan a cero. en ese caso la cantidad de
sumando se hace infinitamente grande, su suma se realiza con el concepto de
integral de Riemann.

2. Siuna fuerza constante F' actia sobre un cuerpo que se mueve en linea recta, entonces
el trabajo T', realizado por la fuerza al desplazar el cuerpo una distancia x es T' = F'x.

Si la fuerza es variable, ésta férmula ya no es valida, pero tal como en el ejercicio
anterior, puede ser usada para encontrar valores aproximados del trabajo. Por ejem-
plo, para estirar un resorte en la direccion del eje X en z unidades de longitud, se
necesita una fuerza

F(z) =50z ; x medido en metros.
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Dé un valor aproximado del trabajo total efectuado por la fuerza, para estirar el
resorte 10 cm, usando una particiéon del intervalo en que varia x con n subdivisiones
de igual longitud y suponiendo F' constante en cada subintervalo. El valor de F' en
cada subintervalo puede ser elegido como usted quiera.

Solucién:
T=F-z=T(x)

Si FF=F(x); T(x)=F(x)- x

Aplicando esta férmula a nivel microscépico, se obtiene:

1
zi=x9+ 10—, zo=0, 71=0,1,---,n
n

-+

0 10
Entre z; y ;41 la distancia es —

n
1

Enz =11, T(@it1) = F(zig) - o
El trabajo total es,

T(er) 4+ T(ea) 44 Tlan) = (Fan) + Fla) 4+ Flan))

1
= 50(x; +x2+‘~+wn)ﬁ

12 1\ 1
= 510,(1+_+_+...+” )-—
n n n n

50
= (424 +n)
50 n(n+1)
n2 2
n+1
n

= 25

n
Asi, el valor 25 - —— da un valor aproximado del trabajo total cuando el intervalo

n
se divide en n subintervalos. Si la divisién de subintervalos es infinitamente grande,
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el valor del trabajo es:

lim

n—-4o0o
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(T(x1) +T(x2) + -+ T(x,)) = 25.

3. Formula para calcular la longitud de una curva
Considere y = f(x), f funcién con derivada continua en [a, b].

Particione el intervalo [a,b] en n subintervalos [a, x1], [z1, z2], - -

Seapi:(wiaf(wi))7i:lv"' ,n—1, POZ(a7f(a)) y P, :(b7f(b))

) [-’Enfb b]

a) Calcule la longitud de la poligonal determinada por los trazos Py Py, P1, Pa,--- , Pp_1P,.

b) Use el Teorema del Valor Medio para derivadas para reemplazar en la férmula
encontrada en (a) los términos (y; — y;—1)-

¢) Demuestre que la longitud L de la curva es aproximadamente

Z L+ [f"(ci)]? (Axg); ¢ € [wim1, @)

d) (A cudl suma de Riemann corresponde la expresién obtenida en (c).

e) Use el concepto de integral para escribir la expresién exacta de L.

f) Calcule un valor aproximado de la longitud de la curva

y = a3/

cuando x € [1,2] usando una particién de 10 subintervalos de igual longitud.

Solucién:

a) P = (x5, y:) = (x4, f(24))

Pi_1P = \/(zi — 2i—1)® + (y; — yi—1)?. entonces, la longitud L de la poligonal

€S:

n n
L= Z PP = Z V(@ — 2 1)2 + (g —yi_1)?.
i—1 i—1

b) Como f es una funcién con derivada continua, podemos aplicar el Teorema
del Valor Medio para derivadas, 4.3.5, en cada subintervalo [z;_1, 2;]. Asi,
tenemos la existencia de un punto ¢; €|x;—1, z;[ tal que f(z;) —
f'(¢;)(x; — x;—1). Por esta razén podemos escribir lo siguiente:

PP

V(i — 1) + (f (@) —

f@i))? =

V(@i —2i1)? + (f(e)? (2 — 1)

L+ (f'(ci)?|wi — zi-al,

Ti—1 < ¢ <y

flxi1) =
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¢) Por lo tanto, la longitud de la poligonal L puede escribirse como:

d)

f)

L=Y PP =Y V1+(f(c)(wi—xi1)
i—1 i—1

Si consideramos a la poligonal L. como una aproximacién de la longitud de la
curva y = f(x), entonces:

Longitud de la curva ~ Zn: V14 () (xi—zim1) = Zn: V14 ()] (Axy);
i=1 i=1

donde ¢; € [z;—1, x;]. La expresién obtenida en (c) corresponde a a una suma
de Riemann de la funcién g(x) = /1 + (f'(x))3.

El valor exacto de la longitud de la curva se obtiene haciendo la particién del
dominio de la funcién cada vez mas fino, por lo cual usando la definicién de
integral podemos escribir:

L= 14 (f'(z))%dx.

a

3
flo) =, o) =gt =L D <is0
Asi, tenemos:

xo=1, 21 =141/10, 2o =14 2/10, -+ ;2190 = 2.
3
(f/(ml))z = §($i)1/27i = 17 27 B 10.
Para encontrar un valor aproximado de la longitud de la curva tomaremos

como valor de g en cada subintervalo g evaluada en el extremo derecho del
subintervalo.

~ 3oy L 3 e b3 el 3 ey 1
l. ~ 2(1‘1) 10 + 2(1’2) 10 + + 2(1‘9) 10 + 2(1'10 ) 0
3 1
~ 5T [($1)1/2+(x2)1/2+(w3)1/2+(x4)1/2+(x5)1/2+(3:6)1/2+(x7)1/2+

(1'8)1/2 + (1‘9)1/2+ ($10)1/2)

% VIT+ V1,241,383 + 1,44+ /1,5 4+ /1,6 + /1, 7+
\/1,8—%\/1,9—%\/5]

3
5g (1048 + 1,005 + 1,140 + 1,183 + 1,224 + 1,264 + 1,303 + 1, 341+

1,378 4 1,414]
1,8585.

%

1%

%
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4. Dada la pardbola y = x? sobre [0, 2]

a) Dé un valor aproximado del drea A de la regién del plano comprendida entre
el eje X, la curva y(z) y las rectas x = 0 y & = 2, usando la suma de Riemann
correspondiente a una particion de 5 subintervalos de igual longitud y usando
como &; el punto medio de cada subintervalo.

b) Aproxime el drea A mediante la suma de los trapecios que resultan usando la
misma particién del item anterior.

¢) La suma resultante en el item anterior , j es una suma de Riemann 7 Justifique.

d) Calcule la suma superior correspondiente a una particién de n subintervalos
iguales.

e) Calcule la integral superior de la funcién y sobre [0, 2] y diga por qué este valor
corresponde al valor de la integral.

Solucién: y = 22,2 € [0, 2]

a) Si dividimos el intervalo de longitud 2 en 5 partes iguales cada subintervalo

2
debe tener una longitud de — = 0,4 unidades de longitud. Por lo tanto,xzy =

» T sy Ty BT 55 5 YT 55T 5 5T
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51:%, 522; =1 &==, &==

Ahora, calculamos los valores de f en cada &;:

ol

@)= f@) =g fE)=1 f&)=13 [(&)=1s

25’ 25

Entonces, la suma de Riemann S correspondiente a la particion P = {xg, x1, 22, 3, 4, 5}
y los puntos &; es un valor aproximado del drea A.

25’

1 2 9 2 2 49 2 81 2
~ S = .= — 1.--— . _ .
Zy& 255 25 5 5 3552 5
1+9+25+49 2 165 2 33 66
5 5 5 5 25
2, 64.
b) Area de un trapecio:
c
b
a
. 2 - . . .
AT:a‘b—ka ¢c_2a-btac_a b+ (b+c) a _a [b~|—(b+c)]'
2 2 2 2
) 2 4
2 2 4 r or 4
1er = — = = — = — A :5 25:—
trapecio: a 3 b=0, b+c <5> o5 T 5 195
2 (4 16)
2 2 o
do 2 2 4 5 \256 25
rapeclo a 5 <5> ,b+c¢ <5>, 7 3
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36 64)

2
_ _+_
2 2 2 <
4to trapecio: a = 571): (9) bdc= <§> . Ap, = %

2(64+4>
8> 5\ 25
() ,b—|—C:22; AT5:75 >

2
5%0 trapecio: a = -,b=
rapecio: @ = ¢ :

Arean L 20 52 100 164 340 68 _,
125 125 T 125 125 125 125 25 %

Cada sumando de la suma del item anterior es de la forma:

b; + (b; + ¢
= B b )

La base de cada trapecio es a; = Axz;. Para que dicha suma sea una suma

bi + (bl + Ci)

de Riemann, el niimero debe corresponder a la imagen de algiin

. bi + (b; + ¢
T; € [xi—1,x;]. Es decir, f(7;) = %
Como f es continua en cada intervalo [z;—1,z;] vy f([xi—1,zi]) = [bi, b + cil,
podemos aplicar el Teorema del Valor Intermedio, teorema 2.5.15 para obtener
. . b + (b; +¢;
la existencia de T; € [z;_1,z;] tal que f(T;) = M Por lo tanto, la
suma de las areas de los trapecios cuyas alturas son puntos sobre el grafico de
una curva continua es una suma de Riemann.

2
Sea Ax; = —. Asi, obtenemos los puntos de la particién Pp:
n

2 .
r;=—-1;cont=0,1,---n.
n
2 4 6 2(n—1)
fL'():O, 1= ) T2 = —, T3 = —» ", Tp—1= ) xnzz'
. . n n n . n .7 .
Sit = 0,1,...,n — 1 entonces, considerando que la funcién f es creciente

4
M; = f(x; = m‘(i)z'

Por lo tanto,
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f@i) - (2 — o) =

S(f,Pn)

589

(i)*

- fla) e — i) = 30 ()

0%
=1

8 nn+1)2n+1) 8 2n2+3n+1

n3 6 n? 6
4 2n*+3n+1 4 93 1
3 n2 3 n n?/)’

e) La integral superior de la funcién y sobre [0, 2] corresponde al infimo de todas
las posibles sumas superiores. Este infimo se alcanza haciendo tender n a 400
en S(f,Pn) = % (2 + % + #) , puesto que esta sucesion es decreciente.

4 8

n—-4o0o

.9 =

Este valor corresponde al valor de la integral porque la funcién es continua y
por lo tanto integrable.

2a
5. Dada la funcién f(z) = z(x + 2), a<z<2a , a >0, calcule / f(x)dx

como limite de sumas de Riemann.

Solucién:

Consideremos la particién del intervalo [a,2a] obtenida al subdividir

. . . . a .
el intervalo en n subintervalos iguales de longitud —. Entonces cada subintervalo I;
n

tiene la forma:

I;
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f<a+ <a+a )(a—i—a-%—i—Q)

BIS
~——

f<a+a )-g <a+a )(a+a~£+2)gz
n n n
2 i\ a
<a2+a—+2a+ —a +a—+2a—>—
n/n
a1 2% 4i ad-i® 2ad%
= —+ —+—+ +—3+—21
n n
3 . 2
a a1 i2 2a 2a2
= —+2d® <+ 3—+— +—
n n n
n .

) 1\ a . n+1 anm+1D2n+1 n+1
Z]‘(a—i—a—)— = a3+a3—+—( )(2 )+a2<—>+2a2
pt nj/n n 6 n n

. 3 73
lm S, = d®+a®+ % +a®+2a% =2 + 3.
n—-4oo 3 3

a) Diga por qué la integral I existe.
b) Dé un valor aproximado de I subdividendo el intervalo de integracién en 10
subintervalos de igual longitud:
1) Calculando la respectiva suma superior.
2) Calculando la respectiva suma inferior.

3) Usando la suma de las areas de los trapecios determinados por la particién
elegida.
4) Usando los puntos medios de cada subintevalo.

¢) Use consideraciones geométricas para decir, cuando sea posible, si los valores
encontrados en cada caso son mayores o menores que el valor exacto.

Solucién:

1
a) La integral existe porque f(x) = — es continua en [1, 2], como consecuencia del
x

teorema 6.2.18.
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b) consideremos una particién del intervalo [a, b] dividiéndola en n partes de igual

b— 1
longitud. Tenemos, a = 1, b = 2 Ax; = a:—, m¢:a+(b—a)-i:
) n n n
1+2 i=01,....n
n
1 2 n—1
ro=1, xz1=14+—, z9=14+—,---, zp_1 =1+ , Tp = 2.
n n n
Sin = 10, tenemos:
_1 11 12 13 19 _
o =1, ':Ul_lov IE2—10, IE3—10, ) 1'9—10, 10 = 4.

1) Considerando que la funcién es decreciente, la suma superior queda expre-
sada como sigue:

1 1 11 1 12 1 19
S(f,Po) = 1—0‘f(1)+mf<1—0>+E‘f<ﬁ>+'“+ﬁ'f<m>

_ [, 0 10 10 10
10 11 12 13 19
1
= 1—0[1+0,909+07833+0,769+0,714+0,666+0,625

+0, 588 + 0,555 + 0, 526]

1
= — 7,18 =~ 185.
10 7,185 =~ 0, 7185

2) La suma inferior tiene la forma:

6,685 ~ 0, 6685.

1 11 12
I(f,Pwo) = To[f(l—o>+f<m>+“‘f(2)]
1 [10 10 10 10
- E[H+E+"'+E+%]
1
10

3) Ahora calcularemos un valor aproximado de la integral usando las areas de
los trapecios determinados por la particién elegida. Recordemos que el area
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de un trapecio es el producto de la base por la semi suma de las alturas.

2 .
Trapecio: ab + % = ( b—;-c)a _a [b +2(b+ c)]

g =

[N

1
Entonces,como todos los trapecios tiene base de longitud 10 tenemos que
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esta suma de Riemann tiene la formas

Y G—é) O G—é) Ly (%)

s(f,Po) = 15 5 + 5
12 13 19
= - 9 i
(e ()
2 2
0,, 10,100 10,10 10,10
ol m T 12 713 13 4
10| 2 2 2 2

0,10 10, 10 10 10 10 10
+14 15+15 16+16 17+17 18+

2 2 2 2
10 N 10 10 N 1
18 19 , 19 2,
2 2

170,909 +1 0,909 40,833 N 0,833 + 0,769 N 0,769 + 0, 714+
10 2 2 2 2

0,714 + 0,666 0,666 + 0,625

2 + 2
0,625+ 0,588 0,588 40,555 0,555+ 0,526 0,526 +0,5
2 2 + 2 + 2

1
75109545 + 0,871 + 0,801 + 0, 7415 + 0,690 +
0,6455 + 0, 6065 + 0, 5715 + 0, 5405 + 0, 513]

1
= 6,9350 ~ 0,6935.
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4) Usando puntos medios, tenemos:

11 11 12
Zy = HE _ 2 7 = 010 _ 23
122+ 13 20 13 i 14 20

7, — 10 10 _ 7y — 10 10 _ 27
14i15 20 15i16 20

7, = 010 _ % 7 - 1010 _ 31
16J2r17 20 173_18 20

7o — 1010 _ 33 7, = 10 10 _ 35
18i19 20 19—2+1 20

7 = 1010 _ 37 7y = 10 2 _ 39
2 20 2 20°

Asi, la suma de Riemann respectiva es:

s = D) () () oo (2)

_ 120,20 2% 2 20 2 2 20 2 2
10 23 26 27 29 31 33 35 37 39
1
= E[0,952+0,869+0,8+0,74O+0,689+
0 645 + 0,606 + 0,571 4+ 0,540 + 0, 512]

= —[6,924] ~ 0,6924.

La suma superior es siempre mayor que la integral, por lo tanto el valor
obtenido por esta via es una aproximacion por exceso.

La suma inferior es siempre menor que el valor de la integral, por lo cual
esta aproximacion es una por defecto.

La suma de las areas de los trapecios puede ser, en general mayor o menor

que el valor exacto.En este caso particular, debido a las propiedad de con-

vexidad tenemos que esta aproximacion es mayor que el valor exacto.

en efecto: la funciéon — es convexa, por lo cual la recta que une los puntos
1

Ti—1
Por lo tanto, el area de los trapecios es mayor que el area sobre la curva.

1 .
Ti_1, y <wi, - estd sobre la curva en el intervalo [x;_1, 2] .
1

Veamos ahora la cuarta aproximacién. Al usar los puntos medios para evua-
luar la funcién en la respectiva suma de Riemann y teniendo en cuenta que
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la funcién es estrictamente decreciente y positiva, podemos deducir que el
area que queda sin evaluar, es decir que estd sobre el rectdngulo de altura
f(T5) con x € [x;_1, T;] es mayor que él drea considerada en el rectdngulo
cuando x € [T;, x;]

7. a) Use que |senz| < |z| y la férmula que convierte senxz; — senxs en producto
para demostrar que

|senzy — senwo| < |z1 — 22|

b) Sea f(x) = senx definida en [a,b] y P, una particién de [a,b] que divide este
intervalo en n partes iguales. Demuestre que

donde S(f,P,) es una suma superior de f con respecto a P, y I(f,P,) es una
suma inferior de f con respecto a Py,.

¢) Use el criterio de integrabilidad para demostrar que f(x) es integrable en cual-
quier intervalo [a, b].
T

d) Deduzca que g(z) = sen (3 — z) es integrable en cualquier intervalo [a, b].

e) Deduzca que cos x es integrable en cualquier intervalo [a, b].

Solucién:

a) Usaremos |senz| < |z| y la conocida férmula trigonométrica:

T1 + X2 T1 — T2
5 .

senx; — senxo = 2cos

entonces,
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T+ T2 T — T2
senxy —senxy| < 2|cos 5 sen 5
T+ Tl —x
2 2
1+ x2||X1 — X2
< 2|cos
- 2 2
< |zy — 2|, pues|cosal < 1.
)
b) Seaz;=a+((b—a)-—, i=0,1,...n
n
Ast, Py, = {xo,x1, -+ , 0}

S(f, Pn) = Z(.EZ — xi_l).Mi = (b — CL) Z %MZ

i=1 i=1
n—1 n—1 1
I - e DV oms = (b— 2
(P, f) Z(l‘z ri1)m; = (b—a) > M
=0 =0
Denotemos por:
M; =sen(z;™), m; =sen(z;)
Para toda particién Py,:
1
S(f,Pn) - I(f,Pn) = (b_ a)ZE(Mz _mz’)
i=1
= b—a Z }(sen(a:;"*) — sen(xf)}

IA
S
S
(]
<%
*
!
8
ik
IA
S
|
S
(]
B
!
&
L

b—a ~b—a (b—a)?
< . = .

¢) De acuerdo a (b) dado € > 0, en virtud del Principio de Arquimedes podemos

(b —a)?

escoger n tal que < € y entonces existe una particién P. de modo que

se cumpla:
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0<S(f,P:) —I(f,P:) <e.

T
d) Como sen <§ — :U) es continua por ser compuesta de dos funciones continuas
es integrable.
T T Y
e) sen <— — x) = sen <—) COS T — COS <—) senx = cos T
2 2 2

Esto es, g(x) = sen 5~ %) =coszes integrable.

8. Sea 9no0.1]
0 si x€Qn|0,1
f(m):{a: si z€]0,1]-Q

a) Demuestre que la suma inferior de cualquier particién de [0, 1] vale cero.
1
b) Calcule / f(x)dx.
JO_

¢) Demuestre que toda suma superior S(f,P,), donde P, = {0,21,...,...,2,} €s
una particién cualquiera de [0, 1], puede escribirse como:

n

S P =S (i - %Ami)mi Y %(Aggi)?

i=1 i=1
d) Observe que, (z; — %Ami)Ami es el drea del trapecio de base Ax; y de alturas
Ti—1 y z;, y deduzca que

n

1 1

i=1
e) Demuestre que f(x) no es integrable.

Solucién:

Ti-1 I
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a) Sea P una particién cualquiera P = {zp=0< --- < x, = 1}

n n

I(f,P) = Z(Uﬁz —Ti—1).m; = Z(wz —x-1)-0=0.
=1 i=1
Luego, para toda particién P, tenemos I(f,P) = 0.

1
b) / f(z)dz = 0, por definicién de integral inferior.
J0

n

c) S(f,P)= Z(:L’Z —xi_1).M; ; donde M; = z;.
i=1

Como (z; — xi—1).2; = wzz — x;7i_1, entonces:

(i —zi1) 2= = %ng%?_ximi_l $§2_1 +5U?2_1:
= %12 — %22_1 %’2 — Ti%i—1 + 37@22—1
_ (x4 +2l‘i—1) (z; — 1) + %(:1/:Z —xi_1)
Usando que
<1=Z. — %A;L'Z> = %, se tiene que: (z; — xj—1) - x; = (1; — %Aiﬂi)AfEi +

n

1 1 &
Asi, S(f,P) = Z <:UZ - §Aml> Az + 3 Z(Ami)2, para toda particién P.
i=1 =1

1 . T; + Ti—1
d) <xl — 5A3@> = 5 .

1
<1‘Z~ — §A$Z> - Ax; = area del trapecio de alturas x;,x;_1 y base Ax;.

n

1 1
Asi, Z <xl - 5A%> Ax; = area del triangulo rectangulo de lado I = 3
i=1
1
Por tanto, para toda particién P tenemos que S(f,P) > 3
e) Como I(P, f) = 0, usando el criterio de integrabilidad, podemos concluir que

f no es integrable, ya que S(f,P) > 3 Como se vio en el item anterior.
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9. Usando que:

lim
n—-+o00

k42 4 gk 1
S|

Sia >0,k €N, calcular

/ 2Fdx
0

a
k es continua, por lo tanto existe / zFdz.
0

Solucién: La funcién f(z) =z

Para calcularla tomaremos limites de sumas de Riemann inferiores con particiones
que dividen el intervalo [0, a] en n partes iguales.

Sea P, = {xg,x1,+, -+ ,Tpn}, donde:
a 2a na
9 = 0, xi=—20=—," ", Tp=—=2a
n n n
&i = Tj-1
a
Awi = —
n

Il
o
SRS
_|_
/N
3|
N—
ol
S|e
7N
S |E
N~
=
SRS
_|_
7 N
3
S
—_

IS
N~
=
S|e

_ k k

[E—

Usando el limite dado:

En consecuencia,
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0

10. Calcular / z¥Fdz usando el mismo método del ejercicio 9.
—Qa

Solucioén:
Awi a{z*xz
-1 2
Zo = —a, (L'l__(na )a7 """ 7xn—2:__a7 xn_l*_gfwn:o
k k k
- 2 1
(7)) = 0.2+(_a> 2+(_a> .2+...+<_u> @
n n) n n n n n
—a)k .
= %[1+2’“+---+(n—1)’“]
_ A, \k+1
—%[1+2k+~~+(n—1)k}
(_a)k+1
lim I(f,Pn) = a1 Por lo tanto:
0 k+1
k (—a)
dr = ¥
/_ax ¢ k1
0 k1
/xkdx = _k—i—l; c<0

Ejercicios propuestos
1. Generalice el resultado de los ejemplos 6.2.13 y 6.2.14 demostrando que la funcién
parte entera satisface el criterio de integrabilidad sobre cada subintervalo [k, k +
k+1
1],/<76quue/ [x] dz = k.
k

2. Use el criterio de integrabilidad para averiguar cuales de las siguientes funciones son
integrables y calcule [ f cuando exista.

a) f(z)=[x] en [0,1].
b) f(z) = [z] en [-2,1].
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¢) f(x) =z —[z] en [-1,1].

d) f(x)=|z| en [-1,1].

e) f(x)=x+1en [-3,0]

f) f(z) =27 en [0,2]

9) f(x)=2"en [-2,0]

") f(””){ P

3. a) Grafique la curva 22 4+ y% = 1.
b) Grafique la funcién y = v1 — 2.

¢) Use la interpretaciéon geométrica de la integral para calcular
1
/ V1 — 22dx
-1
4. Dada

flz) =

Calcule las sumas de Riemann para particiones que dividan el intervalo en 2n subin-
tervalos de igual longitud. Calcule la integral de f en [—2,0]

—x—2 si zel-2,-1]
x si xe[-1,0]
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6.3. Propiedades de la Integral de Riemann

Teorema 6.3.1 Si f y g son funciones integrables en [a, b], entonces se cumplen las si-
guientes propiedades de la integral de Riemann:

b b b
1. f+ g es integrable y / (f +9)(x)dz —/ f(z)dx —i—/ g(z)dz.

b b
2. Si a € R, entonces of es integrable y / af(z)dr = a/ f(x)dx.
a a
3. Si f es integrable y no negativa en [a, b], entonces:

/a ’ f(z)dz > 0.

4. Si f y g son funciones integrables en [a,b] y si f(z) < g(z) para cada z en [a,b],

entonces
b b
[t < [“gta)as

5. Si f es integrable en [a,b] y si m < f(z) < M para cada z € [a,b], entonces
b
m(b—a) < / F@)dz < M(b— a).
6. Particion del intervalo de integracion

Sia,b,c € R son tales que a < c<by f:][a,b] — R acotada, entonces
f es integrable en [a,b] si y sélo si f es integrable en [a,c] y [¢,b] ¥

/abf(m)dm:/acf(m)dm+/cbf(m)dm.

1. Como f y g son integrables, f + g es una funcién acotada y dado € > 0 existe
particién P-(f) tal que

Demostracion:

S(F,Pe(f) = s(f, Pe(f)) <

N ™

Como g es integrable dado £ > 0 existe particiéon P-(g) tal que

S(9:Pe(g)) — s(g:Pe(g)) <

N ™
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Sea P = P(f) UP-(g), entonces

S(f’P) —S(f,P) é S(f’PE(f)) - S(f’PE(f)) <
S(g,P) — s(g,P) < S(g,Pe(9)) — s(9,P=(9)) <

[\')ICF)[\Dlm

Escribamos P = {tg,t1,...,t,} y sean

m; = fnf{f(l’), T € [ti—l,ti]},
m; = inf{g(x); = € [ti1,t]},
m; = if{f(z) + g(z); = € [ti1, 4]}

y sean M; , M/, M/ los respectivos supremos. Como
m; < f(z) y m} < g(x), entonces

m; +m; < f(x) + g(x).
Luego m; +m) <m].
Andlogamente se verifica que
M; + M! > M.

Por otro lado,

S(f+9P)=s(f+9P) =Y M(ti—ti1) =Y _ mi(ti—ti1)
=1 =1
n n—1
< Z(MZ + M) (t; — tio1) — Z(mz —m)(t; — ti-1)
=1 =0
n—1 n

= ST (M —mi)(ti — tioa) + > (M} — ml)(t; — ti1)

0 1
< [S(f77)) - S(f,P)] +S((g773) - S(g,P)) <

Esto prueba que f 4+ g es una funcién integrable. Veamos ahora que
b b b
/ (f + g)(a)dx = / f(@)de + / o()dz.

En efecto, como m; +m} < m}, se tiene

s(f,P)+s(9,P) < s(f +9,P)
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y como M/ < M; + M/, se tiene
S(f+9,P) <S(f,P) + 5(9,P).

Por lo tanto,

b b b
[+ o - [ [ swie+ [ g(m)dm] < S +9.P)— (s(£.P) +5(0. 7))
§ S(f,'P)—FS(g,’P)—S(f,P)—S(g,P)
§ S(f’P)_S(faP)+S(g7P)_5(9773)
< %—1—%:6

Asi, tenemos que

/ (4 g) () = / ’ fla)de + / ().

2. Se deja como ejercicio.

3. Si f(z) > 0 en [a,b], entonces todas las sumas superiores e inferiores relativas a
cualquier particién son positivas. Como f es integrable, su integral

b —b
/ f(x)dx = / f(z)dz = mf{S(f,P) : P particion de [a,b] } > 0.

4. Esta propiedad es consecuencia de la propiedad 3.
Si f(x) > g(x) entonces, f(x)— g(z) > 0, para todo = € [a, b].

b b b
Aplicando 3 y 1 tenemos, / (f(z) — g(x))dx = / f(x)dx —/ g(x)dz > 0,
b a b a a
consecuentemente, / flx)dx > / g(x)dx.

5. Es una consecuencia directa de la propiedad 4, usando g(x) = M y h(z) = m en
[a, b]. entonces, tenemos que

h(z) < f(z) < g(x).

En virtud de la propiedad mencionada obtenemos:

/ab h(z)dz > /abf(x)dx > /abg(x)dx.

De donde se deduce la propiedad requerida.
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6. (=) Supongamos que f es integrable en [a, b]. Debemos demostrar que f es integra-
ble en [a, ] y [c, b].

Por hipétesis, dado £ > 0 existe particion P. = {to,t1...,t,} de [a,b] tal que
S(fype) - S(f77>e) <e

Suponemos que ¢ € P, es decir ¢ = t; para algin j =1,...,n — 1.
Sean Py = {to,...,tj} v P2 = {t;,...,tn}, se tiene que P; es particién de [a, c]
y P es una particién de [c, b], entonces

7j—1
fpa Zmz 2_21 Z ii 21+Zmzz 21*3731_'_3732
i=1

AnEﬂOgamente S(fv P&) = S(f, Pl) + S(f7 PQ)a luego

S(f7,PE) - S(fa PE) :[S(f7 Pl) + S(f77>2)) - [(S(fv Pl) + S(f77>2))]
- [S(f77>1) - S(fvpl)] + [S(f77>2) - S(f77>2)] <e

Asi, si ¢ € P-, entonces existen particiones Py c(f), Pae(f) tal que S(f, Py o) —
s(f,Piey <eena,c]y S(f, Pae) — s(f, Pae) <€ enlcb]

Supongamos que ¢ gﬁ P., entonces existe j tal que t;_1 < ¢ < t;. Sea P; =
P-U{c} = {to,t1,tj-1,¢tj,...,tn}, claro que P, es mas fina que P: y luego

S(fvpﬁ) S S(fvlpé) S S(fv,P;) S S(f77>€)

y entonces S(f,PL) —s(f,PL) < S(f,P:) —s(f,P:) <e
Por lo tanto,

S(f773::) - S(f773::) <eg
Procedemos ahora como en el caso anterior pues ¢ € P.L.Por lo tanto, f es

integrable en [a, | y en [c, b] ya que para todo € > 0 hemos conseguido particién
Py de [a,c] y P2 de [c,b] tales que

S(f,P1)—s(f,P1) <ey S(f,Pa) —s(f,Pa) <e

De la demostracién anterior se desprende que

c b
S(F,P) < (L P) = s(f,Pr) + s(f, Pa) < / f(x)de + / f(x)dz
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para cualquier particién P. Por lo tanto,

c b
sup{s(f,P)} < / f(x)de + / f(z)de

aaque/f dx</f dx-i-/f

También S(f,P’) < S(f,P), es decir

S(fapl)+s(f77>2) SS(f,P)

c b c b
y luego flz)de + | f(z)dz < S(f,P), asi que f@)dx+ | f(x)dx <
o [0 [
/ f(z)dx.

Por 1o tanto,

/abf(x)dx:/acf(a;)da:+/cbf(x)dx

Ahora nuestra hipdtesis es f es integrable en [a, c| y [¢,b] y debemos demostrar
que f es integrable en [a, b].
Dado € > 0 existe P; particién de [a, c] tal que

S(FP) = s(£,P1) < 5
y existe particién Ps de [c, b] tal que

S(f.P2) = (£, P2) < 5
Sea P = P1 U Py, claro que P es particién de [a,b] y

S(f,P) :S(f,Pl)—l-S(f,'PQ),
S’P(f) :S(f77)1)+5(f7732)
Por lo tanto, S(f,P) — s(f,P) = S(f,P1) — s(f,P1) + S(f,P2) — s(f, P2) <

CIRG)
CIRG)
I
™

Por lo tanto, para todo € > 0 existe P particién de [a, b] tal que

S(f77)) —S(f,P) <g,

entonces f es integrable en [a, b].
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Al igual que antes concluimos qu,

/abf(a;)da: = /acf(a;)da: + /cbf(a:)da:.

[l
Teorema 6.3.2 1. Si f es integrable en [a, b], entonces |f| es integrable en [a, b].
2. Si f es integrable en [a, b], entonces f2 = f - f es integrable en [a, b].
3. Si f y g son integrables en [a,b] entonces f - g es integrable en [a, b].
Demostracién:
1. Se deja de ejercicio.
2. Se deja de ejercicio.
3.
(f+9°=f+g+2f g,
implica
_(ft+9r-f-¢
f9= 5 :
Por teoremas 6.3.1 y 6.3.2 podemos concluir que el producto de funciones integrables
es integrable. ([l

El teorema del Valor Medio para integrales

Este importante teorema da respuesta a la pregunta : ;Es posible calcular el valor
promedio de una funcién sabiendo que, en general, ella tiene una cantidad infinitamente
grande de valores diferentes? Consideremos una funcién continua y = f(z), a <z < b. Si
dividimos el intervalo [a,b] en n subintervalos de longitud Az = (b — a)/n y elegimos los
puntos x1,...x, en los intervalos sucesivos y calculamos el promedio aritmético entre los
numeros f(z1),... f(zy), tenemos:

flx)+ ... 4 f(zpn)

n

De la ecuaciéon Az = (b—a)/n, obtenemos que n = (b—a)/Ax. Entonces, la expresién
anterior la podemos escribir de la siguiente manera:
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fl@) + ...+ flen) _ Dzlf(zr) +...+ f(zn)]
b—a

il
S|

9

1

= e f@)Aa + .+ f(an)Aa]

n

=3 i - Zf(a:,—)Aa;
i=1

Si aumentamos la cantidad de subintervalos, podemos calcular el valor promedio de
una gran cantidad de valores de f, pero siempre una cantidad finita.Para pasar a una
cantidad infinitamente grande que cubra todos los valores de f, debemos usar el concepto
de limite y obtenemos:

lim

R
nﬁoob—a;f(mi)A b—anh—{gozf l'z

Utilizando la definicién de la integral de Riemann. Esto nos permite definir el valor
promedio de f en el intervalo [a,b] como :

b
bia/ f(x)dx

Asi, hemos logrado contestar la pregunta inicial, pero ahora surge otra inquietud:
jexistird algin numero c¢ tal que la funcién evaluada en ese ntimero sea igual al valor
promedio de la funcién, es decir, f(c) = f7 el siguiente teorema responde a tal inquietud.

f=

Teorema 6.3.3 Teorema del Valor Medio para integrales
Sea f : [a,b] — R una funcién continua, entonces existe ¢ € [a, b] tal que

/ f(z)dz = f()(b— a).

Al nidmero f(c) se le llama valor promedio o medio de f en [a,b].

Demostracion:
Como f es continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b], el teorema de Weiersstras
asegura que ella alcanza su valor maximo M y su valor minimo m. asi, tenemos que:

m < f(x) < M.
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Usando la propiedad 5 del teorema 6.3.1, tenemos que:

b
m(b—a) < / f(z)de < M(b— a).

Lo que implica que,
1 b
mgm/a f(flf)dflfSM

Como la funcion f es continua, el Teorema del Valor Intermadio asegura que su recorrido

1 b
— / f(x)dx es elemento del recorrido de f. Es

es [m, M], por lo tanto el nidmero

decir, existe ¢ € [a,b] tal que

b
10 = [ty
([l

Definicién 6.3.4 Si f es una funcién integrable sobre el intervalo [a,b], a < b, entonces

se define el numero ,
/ f(z)dx = —/ f(x)dx.
b a

Observacién 6.3.5 Como consecuencia de la def 6.3.4 haciendo a = b, obtenemos:

Laf(w)de—/aaf(w)dw,

/aaf(x)da::O.

por lo tanto,

Ejercicios resueltos

1. Use los ejercicios resueltos 9 y 10 de la secciéon 6.2, para demostrar que:

b
1
k. _ k1 k+1) .
/awd:c——k_{_l(b a ), a<b

Solucién: Caso 1: 0 < a < b.
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b a b
/ e = / Fdz + / zFdz; usando propiedad 6.
0 0 a

ph+1 ak+ b
+ 2P dx
a

k+1 k+1
b pr+1 ak+1
lo que implica que: / 2y = —
a k+1 k+1

Caso 2: a<b<0

0 b 0
/ ZFdr = / zFdx + / Fdz; ( usando propiedad 6.)
a a b

gk b k+1
— = / oFdr — 1 Por lo tanto, se obtiene la férmula buscada.
a

Caso 3:a<0<b

b 0 b
/ fdx = / 2 dx +/ wkda:; usando propiedad 6.
a a 0

ak—i—l bk—H

kil ka1

En general, tenemos que:

b
1
k. _ k41 k+1y .
/amdm—k+1(b a"m™t) 5 a<b

2. Deduzca que el valor absoluto de las integrales de seno y coseno son positivas y estan
acotadas por la longitud del intervalo de integracion.

Solucion: Las funciones sen x y cos x son continuas, por lo tanto integrables en cual-
quier intervalo cerrado y acotado. Como |senz| < 1,|cos x| < 1, usando la propiedad
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de acotamiento de la integral, propiedad 5, se tiene que:

senzdz| < (b —a)

0< ‘/ cos xdx

3. Demuestre que:

‘ b

<(b—-a), a<hb.

<—(b—a), a<hb.

ro| 3

b
a) 0< ‘/ arctan xdz
a

1 4 1
b) 1 /3 dx 3

Solucién:

a) f(z) = arctan z es continua por lo tanto su integral existe en cualquier intervalo
[a,b]. Ademds
|[f(z)] <

o 3

Por lo tanto,

b
0< ‘/ arctan zdz| < —(b —a)

| N

1 1 1
b) 3 <z <4, implica que 1 < =< 3 Por lo tanto,
T

/34 dzx / da:‘

dz <

Es decir:

SR
W =

4
</
3

4. Verifique, sin calcular la integral, que:

3 /3 dx 3
< < =
8 — 0 117"’5_5

€ [0, 3]. entonces se tiene,

-

Solucién: Sea f(z) =

fl@) =~ (xi5>2 <0, z€0,3].
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Asi, tenemos que f es decreciente.

1
f es decreciente [0, 3]. Como f(0) =1/5, f(3) = 3’ tenemos que

, para todo z € [0, 3].

| =

< f(z) <

| =

Luego, en virtud de la propiedad 4 concluimos que

3
1.3</ dv_ _3
8 "~ ), z+5 5

5. Verifique que el valor promedio de la funcién f(xz) = x en [a,b] es el punto medio
del intervalo.

Solucion: Segun el teorema del valor medio para integrales, teorema 6.3.3, el valor
promedio de f en [a,b] es

_ 1 b
F=5= | fa)d

Usando el valor de la integral, segiin ejemplo 1, tenemos:

f_b—a/axd:”_b—aﬂ = 35—, (b"—a") = —5— = punto medio de [, d].

6. Sea f:[—1,1] — R una funcién derivable y tal que

/_01 f(x)dx = /01 f(x)dx

a) Aplique a cada integral por separado el Teorema del Valor Medio para integrales
y deduzca que existen uy v € [—1,1] talque —1 <u <0 <v < 1y f(u) = f(v).

b) Aplique el Teorema de Rolle para demostrar que existe ¢ € [—1,1] tal que

f'(e) =0.

Solucién:
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0
a) Existe u € [-1,0] tal que /1 f(z)dx = f(u)(0— (—1)) = f(u).
1
Existe v € [0,1] tal que /0 f(z)dz = f(v)(1—=0) = f(v).

1 0
Como/0 f(x)dx :/1 f(x)dx implica que f(u)= f(v).

b) Aplicando el teorema de rolle en el intervalo I = [u,v], tenemos la existencia
de un numero c¢ € [u,v] tal que :

v) — f(u
v—u
b
7. Justifique por qué la integral [x] dz, existe a pesar que la funcién es discontinua.

a
i Cuantas discontinuidades tiene? ;Cudl es el valor de la integral?

Solucién: La funcién parte entera es discontinua en los ntimeros enteros. Asi, tene-
mos que los unicos puntos de discontinuidad de [z] estdn localizados en los enteros
contenidos en el intervalo [a, b], los que constituyen una cantidad finita de disconti-
nuidades, por lo tanto, podemoa aplicar el teorema 6.2.18.

Sean 1 < x9 < --+ < x, los puntos de discontinuidad de f en [a,b]. En cada inter-
valo [x;, z;+1] el valor de la integral es z;, ver ejercicio propuesto 1 de la seccién 6.2.
Asi, el valor de la integral sobre [a, b] es:

/:f(x)dx: [t /:2[36] ot ot /:l[x]dﬁ /xi[”““]d”

=(x1—1)(xr1 —a)+z1 +a2+ ...+ 2p_1 + x,(b—x).

8. Calcular las siguientes integrales sefialando claramente las propiedades usadas:

/05[w]d:£, Lzl[m]dx : /_Z[m]d:c.

Solucién:

a) Usando la propiedad de particién del intervalo de integracién y el ejercicio 7,
tenemos:

/05 [z]dx = /Ol[w]dm + /12[5”]‘15” * /23 Flalde /34[$]d$ " /45 e

=0+1+2+3+4=10.
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b) Usando la propiedad de particién del intervalo de integracién y el ejercicio 7,
tenemos:

6,1 3 4 5 6 6,1
/ [:c]d:c:/ 2d1‘+/ 3d1‘+/ 4d:n+/ 5d:r+/ 6dx
2,3 2,3 3 4 5 6

=2.0,7+3+44+54+6-0,1=12+2=14.

3,4 —4 -3 -2 -1 0
/ [x]dx —/ (—5) dx+/ —4dac+/ (—3)da:—|—/ (—2)da:+/ (—1)dx +
—4,7 —4,7 —4 -3 -2 -1
1 2 3 3,4
+/ Odﬂc~|—/ 1d:c+/ 2dm+/ 3dxr =
0 1 2 3

= -5(0,7)—4--3-2-1+4+14+2+3-0,4
= —7-35+1,2=-93

9. Demuestre que dos funciones integrables que difieren en un punto tienen la misma
integral sobre un mismo intervalo.
Solucién: Sean f, g funciones integrables en [a,b] tales que f =g en [a,b] — {c}

y f(e) #g(c) .

Sea h = f — g, entonces

_Jo si z € la,b,x #c
10 =Ly o

= ) es integrable por las propiedad 1 y 2.

» Si h(c) > 0, calculamos la integral mediante su integral inferior y obtenemos
que

/h

» Si h(c) <0, calculamos la integral usando la integral superior y obtenemos que

/a h(z)dx = 0.

Entonces,

/ab h(z)dz =0 = /Ob(f(x) — g(z))dx = /abf(x)dx _ /abg(x)dx o

Por lo tanto,
b b
/ f(x)dx :/ g(z)dz.
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Entonces por ejemplo:

2
/ [z]dz = 1(2—1,7) = 0,3; pues en [1,7, 2] la funcién [z] es igual a 1 excepto en z =
1,7

10. Encuentre una férmula general para la integral de un polinomio.

Solucién: Sea p(x) = apz™ + p_12" "V 4+ ap_ox™ 2+ - +aiz+ ag un polinomio de
grado n. Por ser una funcién continua sobre R, es integrable en cualquier intervalo
[a,b]. Para calcular su integral usaremos el teorema 6.3.1 y el ejercicio resuelto 77
de esta misma seccion.

b b
/ p(x)de = / (™ + ap_1z™ 1 + ot 24+ ajz + ag) dx
a a

b b b b
:/ anm"dm—i—/ Ap_1x™ 1 d$+---+/ awd:n%—/ ao dx
a a a a

b b b b
:an/ x"dw+an_1/ w”_lda:—k“‘—i-al/ acdac+a0/ dx
a a a a

l,n-f—l b+ " b+ N mZ b+ b
= Qa Ap—1— a1 — aogx
n’l’L—{—la " ln a 12 a 0 a
an, an—1 ai
= (o =) L () L S - a?) 4 alb - a).
n+1< a + 1 a) + +2( a®) + a(b—a)

11. Si f[a,b] representa el valor promedio de f en el intervalo [a,b] y a < ¢ < b, demostrar
que

Solucién:
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fla,b] = > / f(z)dz, Definicién valor promedio de una funcién continua
1 ¢ c b
i [/ f(x)dx +/ f(:n)dm] , Prop.Integral de f continua
1 C
—T/f( dw—i——/f )dx
-__°¢d / f@e + s - / fla
(c—a)(b—a) — —a)
c—a
b—a c—a/f .b—c/c f(w)de
c—a—
= O, + =Tl
12. Si f es continua y fl x)dx = 8, demuestre que f alcanza el valor 4, cuando menos

una vez, en el intervalo [ 3.
Solucién:

Como f es continua, utilicemos el Teorema del Valor Medio:

b

/ f(@)dz = F(e)(b— a)
3

/1 f(z)de = f(c) -2

8= f(c)-2
= f(c) = 4.

Esto nos indica que existe, por lo menos, un punto ¢ en [1,3] tal que la funcién f en
ese punto alcanza el valor 4.

Nota: Es facil comprobar que el valor promedio de la funcién f es 4. Luego tenemos
que:
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Ejercicios propuestos

1. Analice la existencia de

0
/ (22 — 3[a] + 8%)dur

-2

2. a) Calcule explicitamente la funcién g(z) = [z%], en [-1, 1].
b) Deduzca que g es integrable en [—1, 1].
1
¢) Calcule / g(z) dzx.

-1
3. a) Calcule explicitamente la funcién g(z) = [2%], en [-1, 1].
b) Deduzca que g es integrable en [—1, 1].
1
¢) Calcule / g(z) dzx.
-1
4. a) Calcule explicitamente la funcién g(x) = [senz], en |27, 27].

b) Deduzca que g es integrable en [—27, 27].

2T
c) Calcule/ g(x)dx.

—2m
5. a) Calcule explicitamente la funcién g(x) = [cosz|, en [—27, 27].

b) Deduzca que g es integrable en [—27, 27].

2
c) Calcule/ g(x)dx.

—27

6. a) Calcule explicitamente la funcién g(z) = signo de z?, en [1, 1].

b) Deduzca que g es integrable en [—1, 1].

1
c) Calcule/ g(x)dx.

-1

7. a) Calcule explicitamente la funcién g(z) = signo de 3, en [—1, 1].

b) Deduzca que g es integrable en [—1, 1].

1
c) Calcule/ g(x)dx.

-1
8. a) Calcule explicitamente la funcién g(z) = signo de senz, en [—2m, 27].

b) Deduzca que g es integrable en [—27, 27].
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2
c) Calcule/ g(x)dx.

—2m
9. a) Calcule explicitamente la funcién g(x) = signo de cosz, en [—27, 27].

b) Deduzca que g es integrable en [—27, 27].

2T
c) Calcule/ g(x)dx.

—27

10. Counsidere f : [0,1] — R, tal que f es continua y acotada, donde:

1/2
. ; f(x)dm:g
1
-/ flx)dx =1
1/4
g

1
a) Determine/ f(z)dz
0

b) Determine f[0, 1]
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6.4. Teorema Fundamental de Calculo

Como hemos visto en la seccién 6.2, calcular integrales usando la definicién puede
ser extremadamente complicado y, a veces, imposible. El teorema que proporciona una
manera de calcular integrales es el que estudiaremos en esta seccién. Su fuerza radica en
establecer, bajo ciertas condiciones, una relacién entre la derivada y la integral.

Si f:[a,b] — R es una funcién integrable entonces, ella es integrable en los subinter-
valos [a,z] , para todo x € [a, b]. Luego, tiene sentido la siguiente definicién,

Plz) = / " f(s)ds.

F resulta ser una funcién con dominio [a,b] y en los extremos del intervalo toma los

b
valores: F'(a) =0, F(b) = / f(s)ds. Llamaremos a F' la funcién integral de f.

Teorema 6.4.1 Teorema Fundamental del Calculo
Sea f :[a,b] — R integrable y F': [a,b] — R la funcién integral de f. Si f es continua en
xg € [a,b], entonces F es derivable en 2o y y F'(z9) = f(x0).

Demostracion: Seaec >0y a < xg <b. Como f es continua en xg existe § > 0 tal que
para |x — xo| < d se cumple |f(z) — f(zo)| < e,y para0 < h < ¢

zo+h zo
Flao+ h) — F(xy) / f(s)ds = / fla)ds [
h

Y — f(z0)| = o)
zo+h a
[ st [ ses
— a h xo _f(xo)
zo+h zo+h zo+h
/ f(s)ds / f(s)ds —/ f(xo)ds
- EO# _ f(wo) _ | Z=Zo - zo

zo+h zo+h
/ (F(s) — f(x0))ds / 1£(s) — fao)lds

< 0

I
I
™
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Anélogamente, si —6 < h < 0

F(xo+ h) — F(xo) 1| [ooth
/ Fla)| = | [ 6 = slaoas
1 ’ o
=l = [ ¢ = e
zo+h
1) [
=l [ 6= s
zo+h
o
[ 1)~ faolas
< zo+h
B |l
.
eds
< zo+h — 6(_h) —¢
Al ||
Por lo tanto para 0 < |h| < ¢ vale
F(zo 4 h) — F(xo)
Y = f(@o)| <e
Esto es,
. F(zo+h) — F(xo)
lim N = f(zo) = F' ().
]
Teorema 6.4.2 Regla de Barrow
Sea f : [a,b] — R continua y g : [a,b] — R una funcién tal que ¢'(z) = f(z), entonces
b
[ s = g(6) - g0
Demostracién: Sea F(x) = f(s)ds. Como f es continua en [a,b] entonces , usando

el Teorema fundamental del Cél?:ulo, tenemos que F' es derivable en [a,b] y F'(z) = f(x),
x € [a,b].

Por lo tanto, F'(z) = ¢'(z) Vz € [a,b] y luego F(z) = g(x) + c.

Asi, F(a) = g(a) + ¢ y como F(a) = 0, entonces —g(a) = c. Concluimos que: F(x) =
(@) - g(a). ] )

Asi para todo z € [a,b] se tiene / f(s)ds = / g (s)ds = g(x) — g(a). O
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Definicién 6.4.3 Una funcién g : [a,b] — R tal que ¢'(x) = f(x), para todo z € [a,b] la
llamaremos una primitiva de f.

Observacién 6.4.4 En general una funcién f : [a,b] — R puede o no tener una primitiva.

x
Pero, si f es continua entonces tiene primitiva dada por F(z) = / f(s)ds.
a

Ejemplo 6.4.5 1. f(z) ==z, g(z) = %2 es una primitiva pues ¢'(x) = 2; =z
2. flx) =22 g(x) = %3 es una primitiva pues ¢'(z) = 3—§2 =22
3. flx)=2z", g(x) = er:ll es una primitiva pues ¢'(z) = % =zt
Asi, /b xdx = i b = ot~
a n+1 . n+1
4. f(z) =sen(zx), g(x) = — cos(x) es una primitiva pues ¢'(z) = sen .

b

b
/ senx dr = —cosx| = cosa — cosb.
a

a

En particular,

2 ™
/ senz dr = cos(0) — cos (—) =1
0 2

El calculo de primitivas se vera en detalle en el capitulo 5. Una aplicacién importante
del Teorema Fundamental del Calculo es la definicién de la funcion logaritmo natural que
veremos en la seccién 77.

Ejercicios resueltos

1. Calcule:

a) %/abf(m)dm

b) %/:f(s)ds
c) %/j f(s)ds.
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Solucién:

a) Como / f(x)dx es un nimero, su derivada vale 0.

b) Sea F(x) = bd(s)d / f(s)ds. Usando el Teorema fundamental del
Calculo, tenemos:
(@) dw/ Ut ().
) Sea F(x / f(s
d

2. Calcular F'(x) si:

a) F(x) :/ seny/1+ cost dt
0

b) F(z) = / uf(u)du ; f funcién integrable en R.
0

¢) F(z) = / xf(t)dt ;f funcién integrable en R.
0

d) F(x) :/ zy/sen?(x + cost)dt
0

1

e) F(x) :/ 2®\/sen?(t + cos t)dt

0

100 2
sent
F(z) = 1022 ——
f) Flz) v +/0 sen(sen t)
100 2
T sent
F = 1022 —dt
9) Flz) v +/0 sen(sen t)

g(x)

h) F(x) = F(1) +/ f(t)dt, donde f es continua y g derivable y ¢g(1) = 1.
1
2

i) F(x) = \/E—i-/lx cos(t? sen t)dt
J) Flx) = /0 ' [ /0 ’ f(t)dt] dz | continua;

h(zx)
k) F(z)= / f(t)dt ;f continua; g y h derivables en R
g(z)
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r 1

(T

) F(z) =400 +/ 10 1 +sen®t sen(sent)dt

1

Solucién:

a) F'(z) = sen(y/1+ cosx)
b) F'(z) = xf(x)

xT
c) Flx) = - f(t)dt, pues x es independiente de la variable de integracién

t.Debemos usar la férmula de derivada de un producto y el teorema Fundamen-
tal del Calculo.

F'(z) = /Oxf(t)dt—kx - f(z).

F(z) = / z - y/sen?(x + cost)dt = x - / | sen(z + cost)|dt
0 0

X
=zx- / | sen & cos(cos t) + cos x sen(cos t)|dt.
0

» Si |senx cos(cost)+cosxzsen(cost)| = senx cos(cost)+ cos x sen(cost). En-
tonces:

x x
F(zx)=xz- / sen x cos(cos t)dt + x - / cos z sen(cos t)dt
0 0
xX xX
= x-senx - / cos(cost)dt + x - cos x - / sen(cos t)dt.
0 0
Por lo tanto,
X xX
F'(z) = senx - / cos(cost)dt + x - cosa:/ cos(cos t)dt
0 0
xX
+x - senx - cos(cos x) + cos 1‘/ sen(cos t)dt
0

x
—rsenx / sen(cost)dt + x cos - sen(cos )
0

» Si |senxcos(cost) 4 cosxsen(cost)| = —[senz cos(cost) + cos x sen(cos t)].
Entonces: F’(x) es el inverso aditivo del valor obtenido en el caso anterior.
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1
F(z) = x3/ V/sen?(t + cost)dt
'(x) / V/sen?(t + cost)dt

100 2
sent
F’ =20 —dt
9) F'lw) v /0 sen(sen t)

h) Si definimos h(s / f(t)dt, entonces podemos escribir:

F(z) = F(1) + h(g(2))-

Por lo tanto,

i) F(z) =z + /x cos(t? sen t)dt.

1
Para calcular la derivada del segundo sumando de F', usamos el ejercicio ante-
rior.Asi, obtenemos:

1

Fl(z) == Nz

) F(x):/0m</ozf()dt)d

Si definimos h(z / f(t)dt entonces, F(x / h(z

Por lo tanto,
- / F(t)de
0

h(x) c h(z)
k) F(x) = /g L a= | o / Ft)dt

Sea S(z) = /Cf(t)dt =— /Zf(t)dt, entonces S'(z) = —f(z).
SiT(r) = /r f(t)dt, entonces T'(r) = f(r).

c

+ cos(x? sen 2?) - 2.

N —

(fﬂ)

S(g(x)) + T (h(z))

S'(g(x)) - g'(x) + T'(h(x)) - W' (x)
g’( ) - (=f(g(2))) + f(h(x)) - W (x)
—g'(x) - fg(x)) + f(M(x)) - W' (x).
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r 1
(], Tream®)
) F(x) =400 +/ 10 L+ sen sen(sen t) dt.

1

r 1 1
Sea h(x) = ————dt, entonces h'(x) = ————.
10 1 +sen2t 1+ sen?z

h(x)
F(x) =400 + / sen(sen t)dt
1

~—

Sea S(z) :/ sen(sent)dt, entonces S’(z) = sen(sen z).
1
Asi,

F(z) = 400 + S(h(z))
F'(z) = S'(h(x)) - W(z) =
1

= sen(sen h(x)) - TTsola

3. Use el Teorema Fundamental del Célculo y el Teorema de la Funcién Inversa para
resolver los siguientes ejercicios, los que deben ser resueltos sin calcular las integrales.

1
a) Dado F(x) :/ ;dt;
1

1)

2)

3) Deduzca que F' es inyectiva.

4) Justifique la existencia de F~! y (F~!). Calcule (F~') en términos de
F-L

Solucién:

Determine el dominio de F'.
Justifique la existencia de F’ y calculela.

1) Para que F' esté bien definida la funcién ! debe ser al menos acotada en el
intervalo de integracién, por lo tanto x sélo puede tomar valores positivos.
Asi,

D(F) =]0, 4+o0].

1
2) Como — es continua, el Teorema fundamental del Céalculo dice que

Flz) = i
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3) Como F'(z) =
dominio, por la tanto la funcién F' es estrictamente creciente. Luego, es
inyectiva.

, tenemos que la derivada de F' es positiva en todo su

8

4) El andlisis hecho en los itemes anteriores demuestran que se cumplen las
hipotesis del Teorema de la Funcién Inversa. Entonces F~! existe v es
derivable. Su derivada es:

1 1

P = Fry ~ 1

Esto nos dice que la derivada de F~! es ella misma.

b) Dada F(x) = /Ox !

1+t2dt

1) Determine el dominio de F’
2) Justifique la existencia de F’ y calctilela.
3) Deduzca que F' es estrictamente creciente.
4) Justifique la existencia de F~!' y (F~!). Calcule (F~!) en términos de
FL
Solucién:

1
1) Como la funcién f(t) = T continua en cualquier intervalo [0, z] con
x € R, la integral de f(t) existe y F' tiene como dominio R .

2) El Teorema fundamental del Calculo dice que F' es derivable y que

1
Fllz) = —.
() 14 22

3) Del item anterior podemos deducir que F'(z) > 0 para todo x € R. Por
lo tanto, la funcién F' es estrictamente creciente, luego es inyectiva.

4) Asi, ella puede ser invertida sobre su recorrido. Es decir existe F~!. El
Teorema de la funcion inversa asegura que esta inversa es derivable y que
su derivada es:

(FY(@) = iy = ——T—— = L+ (@)

1+ (F-1(z))?

4. Sea f una funcién derivable de R en R, continua tal que f(0) =1y f'(z) = f(x),
para todo .
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a) Demuestre que:

b) Demuestre que es inyectiva.

¢) Demuestre que (f~1)(z) =
1
d) Demuestre que f~!(z) :/ Edt
1

Solucién:
a) Usando la Regla de Barrow, tenemos:/ f(t)dt = / f(t)dt = f(z) — f(0).
0 0

b) f'(x) = f(x) > 0 paratodo x,implica que f es estrictamente creciente, y por
lo tanto, es inyectiva.

¢) Por Teorema de la Funcién Inversa , existe f~!(x) definida sobre el recorrido
de f, es derivable y su derivada es:

/ = / Y@= (P — (FH) = (@),
1 1

Hemos usado que f(0) = 1 lo que es equivalente a que f~1(1) = 0.
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Capitulo 7

Aplicaciones de la integral

7.1. Calculo de areas

7.1.1. Calculo de areas en coordenadas rectangulares
b
Como hemos visto en el capitulo 77, si f(x) > 0 entonces, f(z)dz representa el drea

a
comprendida entre el grafico de la funcién, el eje de abscisas y las rectas verticales x = a
y & = b. Supongamos que f y g son funciones no negativas tales que g(z) < f(z) y cuyos

fe)
fa) AT
f(x) ' '
g(z)
9(z
a (a) b (b) (c)

graficos se cortan sélo en (a, f(a)) y (b,g(b)). En este caso el drea encerrada por ambas
curvas estd dada por

a-f " fla)de / gy = / '(F(a) — o))

Si g(z) < f(z) y las funciones son negativas en alguna parte, el drea entre ambas curvas
también es A = f:(f(m) — g(x))dx. En efecto sea m = inf{g(z); = € [a,b]}.

629
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Definimos las funciones h y H por
W) = f(2) +2m > g(a) + 2m = H(a).

En esta caso el area entre h y H es igual al area entre f y ¢

b b
Azjkmw—Huwuzjkﬂ@—mme

Por lo tanto,

En sintesis, el area encerrada por los graficos de dos funciones f y g es

/Lf o)) da

Ejemplo 7.1.1 Calcular el drea encerrada por una circunferencia centrada en el origen y

(7.1)

de radio r.
Solucién: La circunferencia es el conjunto de puntos S, = {(z,y) € R? ; 22 +y? =r?}.
vrE—a?y g(x) = —vr? —a?

Para aplicar la féormula 7.1, tomaremos f(z) =
(f(x) —g(x) dz—/ 2V r —xQda:—Q/ Vr? —x?dx

-

a
:2~2/ V12 — a2dx.
0

A=

Usando el cambio de variable: x = rsen(6), tenemos dx = r cos(6)d6

Entonces,

A= 4/2 V1?2 —r2sen?(0) - r cos(0)dd
0

3 1+COS(20)d9

= /2 r? - cos?(0)dh = 4r2/
0 0 2

uy 2 ™
C /2 cos( 0)d6’> = r27r+r2/ cos(v)dv = rr.
0 0
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Por lo tanto,
A= mr?.

Observacién 7.1.2 Existe otra forma de calcular el area de un circulo. Usando la si-
metria de la curva, se puede llevar al cdlculo de un cuarto de area mediante la integral

/ Vr2 — 22 dax.
0

Ejemplo 7.1.3 Calcular el drea comprendida entre f(z) = 23 y g(z) = z.

Solucién: Para aplicar la féormula 7.1 debemos quitar las barras para lo cual es necesario
conocer el signo de la diferencia de las funciones.
Calculo de los puntos de interseccion entre las curvas.

3

P=r = 1

—2=0 <= (2> -1)=0 < z(z—-1)(z+1)=0
— z=0,1, —1.

Las curvas se cortan en los puntos: (—1,—1), (0,0)y (1,1).
Por lo tanto, el area se calcula separando las integrales:

A:/_(]l(x3—w)dw+/01(x—x3)da:

0 4 2.0 1 1 1
3 _z 37‘ _ _
e =t sy

/_1(95 ndr = -5 =71t

1 2 4

3 x x‘l 1 1 1
— d:——— = - — — = —
/O(x vlr =5 -, =37 171
Asi,
1
A==,
2

7.1.2. Calculo de areas en coordenadas polares

Sea S, (xp, yo) un circulo de centro (zg,yp) y radio r. Sabemos que el sector de S, (g, yo)
comprendido entre los dngulos v = gy v = 6y + 0 tiene area 56?7*2.

Suponemos ahora que r = f(0) y que x = f(f)cosf, y = f(f)senf es una curva en
el plano (z,y) expresada en coordenadas polares. Vamos a calcular el drea de esta curva
comprendida en el sector determinado por los angulos § =« y 8§ = 3 como podemos ver
en la siguiente figura.
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Con este prop6sito dividimos el intervalo [«, 3] en subintervalos [0;—1,60;] de modo
que :

a=0p <0 <---<0,=0.

En cada subintervalo, elegimos un punto cualquiera §; € [0;—1,6;] y formamos la suma de
Riemann que representa la suma de las areas de los sectores circulares de angulos 6;_1
y 0; y radio f(&;): De acuerdo a lo senalado tenemos que la suma S de las dreas de los
sectores circulares de angulos 60; — 6;_1 y radios f(&;) es:

§= Y S U@ = 0:0).
i=1

En este caso lo que hemos hecho es aproximar el area que nos interesa calcular con la de
los sectores circulares de radio constante. Para obtener el drea exacta debemos afinar la
particién haciendo tender n — 400 . Asi, obtenemos que el drea esta dada por la respectiva
integral.

A1

2(f(9))2d0. (7.2)

Area en coordenadas polares = /

«

Ejemplo 7.1.4 Encuentre el area acotada por la curva r = 2 +cosf y los angulos 6 =0
y 0=m/2.
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(1M,
L

Solucién: De acuerdo a lo visto en el capitulo 4, secciéon 7?7, la curva representada por
la ecuacion es una cardioide. El drea pedida corresponde a la zona marcada en la figura.

w/2 1 1 w/2
A= / 5(2 + cos 0)%df = 5/ (4 + 4 cos 0 + cos® 0)do
0 0

/2 /2 1 /2 1
:2/ d0+2/ cosed0+—/ Lcos20 i
0 0 2 Jo 2
asend| 2+ L [ a9+ L ™ cos(a6) dt
= m+ 2sen ‘0 +Z/0 +Z/0 cos(26)
1 7r/2
:7T+2+z+—/ cos(20) db.
81,

Haciendo el cambio de variable para la tltima integral,

u =20
du = 2d6,
nos queda:
1 w/2
A:7T+2+%+1/0 cos(u)-(%u
= 27r—i—2.

8

Ejemplo 7.1.5 Encuentre el drea que encierra la curva r = 2 sen (36).

Solucién: Como en todo célculo de area, es importante y ttil, hacer previamente el
grafico correspondiente.
©(0) = 2sen(36).
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Usando la aprendido en el capitulo 4 vemos que la curva es una rosa de tres pétalos. En
particular, la curva es es simétrica con respecto al eje Y. en efecto,

o(—60 + m) =2 sen (—360 + 37)
=2[sen (—360) cos(3m) + cos(—30) sen (37)]
=2 sen (—36)(—1) = 2 sen (360) = ¢(h).

Sea Ag en drea encerrada por el pétalo del primer cuadrante, por lo tanto, el area
solicitada es 3Ag.

w/3 1 /3
Ay = / 5(2 sen (36))%df = 2/ sen® (36)d6.
0 0

Haciendo el cambio de variable,

u =30
du = 3d#,
nos queda:
Ay = 2/ sen? (u)—u = —/ sen? (u)du.
0 3 3Jo

Usando la férmula del angulo doble, obtenemos:

2 [™1—cos2 1 (7 1 [7 L[
Ao:g/o #duzg/o du—g/o cos(2u)du%—§/o cos(2u)du.
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Nuevamente, cambiando de variable

v =20
dv = 2d6,
nos queda:
e d
Ay = g - 5/0 cosv% = m/3.
Por lo tanto,
A= ?)AO =T.
Ejemplo 7.1.6 Encuentre el area en el interior del circulo r = 5cosf y fuera de la

cardioide r = 2 + cos 6.

Solucién: El area solicitada es la achurada en la siguiente figura.

Calculo de los puntos de interseccion de ambas curvas:
24 cosf =bcos < cosf=1/2 <— 0=n/3,—7/3.

Ahora, calculamos el drea encerrada por cada curva. Sean A; el drea encerrada por la
circunferencia y sea A, el drea encerrada por la cardioide:

71'/3 1
Ay = / ~95 cos? 0do
—7/3

/3 1
Ay = / —(2 4+ cos 0)%d6.
—7/3 2

Por lo tanto, el area pedida es:

/3 1 /3
1/ 25 cos? 0df — —/ (2 + cos 0)2d9 = 8w + 3.
2 —71'/3 2 —71'/3 3
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7.1.3. Calculo de areas usando ecuaciones paramétricas

Hemos visto en la seccién anterior que el area de un sector de vértice O acotado por una

curva C' de ecuacién polar r = r(f) es A = 5/ §(r(9))2d9. Si esta curva tiene una

representacion paramétrica

x = x(t)
y=y(t);t € [t1,to]

entonces el area de la regién queda expresada por

A= %/ttz (zy'(t) —ya'(t)dt. (7.3)

1

Para entender la fémula 7.3, recordemos que
2 _ .2, .2 _ Yy
re=x"+vy y 0 = arctan | =
x

Asi,

o d Y 22 v — a2y
%—%arctan(z) N x2—|—y2'< x?

donde 2’ e 3 representan las derivadas con respecto al pardmetro t.

Ejemplo 7.1.7 La curva llamada bifolio esta dada por la ecuacion

En coordenadas rectangulares (1‘2 + y2)2 = dax?y
En coordenadas polares r=asenfsen26, a>0.

Una forma paramétrica con ¢ = 26, es : x(t) = asent(1 + cost) , y(t) = asen’t.

~1 —-05 05 1

Figura 7.1: Bifolio recto, a =1
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Queremos calcular él drea encerrada por una hoja o bucle.

2'(t) =acost + acos 2t

y(t) =2asentcost = asen 2t

a
x(t)y' (t) = <a sent + 5 sen 2t> asen 2t
2
=a%sen 2t sent + % sen? 2t = 2a% sen’t cost + 2a” sen® t cos® t

2

2’ (t)y(t) =a®sen®t cost + a® cos 2t sen® t = a® sen®t cost + a*(cos? t — sen? t) sen? t

—a?sen’ t cost + a? cos? t) sen’t — a?sen’ ¢
Por lo tanto,
z(t)y' (t) — 2’ (t)y(t) =a® sen® t cos t + a® sen® ¢
Asi, el area encerrada por un bucle es,
1 (7 T na?
A= 3 /0 (x(t)y'(t) — 2/ (t)y(t)) dt = /0 (a?sen®tcost + a’sen’tdt = —

Caso particular cuando y es funcion de x En este caso la férmula para el area se
obtiene de la férmula en coordenadas rectangulares, en que x = z(t) funciona como un
cambio de variable, obteniéndose

A= /t Sy ()t (7.4)

1

Ejemplo 7.1.8 Calcular el area bajo un arco de la curva:

x(t) = at
y(t) = a(l —cost), a positivo.

Solucién: y(t) > 0 para todo t € R, donde y es funcién de z. Un arco de la curva
estd comprendido entre dos ceros consecutivos de y(t).

y(t) =0 <= a(l —cost) =0 <= 1=cost
<~ t=2km, keZ.



638 CAPITULO 7. APLICACIONES DE LA INTEGRAL

Consideraremos el arco para t € [0, 7].

™ d ™
A= / y(t)—xdt = / a(l —cost)-adt
0 dt 0

T

™
= a2/ (1 —cost)dt = a?(t —sent) 0= a’r.
0

Ejemplo 7.1.9 Calcular el area encerrada por la lemniscata de Gerono estudiada en el
ejemplo 4.6.16 de la subseccién 4.6.3.

{x(t) = cost

y(t) =sen2t, te0,n].

1 —05 05 1

Figura 7.2: Lemniscata de Gerono

Solucién: Como esta curva es simétrica con respecto a los dos ejes, basta calcular el
area de un cuadrante, donde y(z) es funcién de z.

! 0 dx 0
A:/ y(x)dx:/ y(t)adt:/ sen2t - (—sent)dt

=0 /2 /2

0 7/2 sen®t|7/2 2
= —/ 2sent-cost~sentdt:/ sen’tcostdt = 2 = —.
/2 0 3 0 3

Ejercicios resueltos

1. Calcule el area de un circulo, usando:

a) Su ecuacién en coordenadas rectangulares.
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b) Sus ecuaciones paramétricas.

Solucién:

Figura 7.3: Circunferencia de radio r

a) 2%+ y* =r?
Yy = V1 — a2 r<az<r.

Usando simetria tenemos:
s
Area = 2/ V2 — 22dzx.
-7

Esta integral se calcula usando el cambio de variable:
r =rsenf
dxr = rcosfdf.
Este cambio de variable implica el siguiente cambio en los limites de integracién:

r=r <= senf=1 < 0=nmr/2
x=-r <= senf=-1 < 0=—7/2
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Entonces nos queda:

Area:2/ \/r2—x2d1‘:2-/ V12 —r2sen?0r cosfdf

/2
= 2-/ r? cos? 0do
—7/2

w/2 1 92
+cos 0d¢9

—7/2

w/2
—72/ do + r? / cos 260 do
-2

b) La ecuacién de la circunferencia centrada en el origen y de radio rg en coorde-
nadas polares es r = rg. Por lo tanto,

1 2
Area = 5/0 r%d@ = 7r7“(2).

2. Calcule el area de una elipse cuyos semiejes son 2 y 3, usando:

a) Su ecuacién en coordenadas rectangulares.

b) Sus ecuaciones paramétricas.

Solucién:

2 2 2 2
a) %+%:1 — y2:9<1—%> — y:i3\/1—%.

Por lo tanto, usando la simetria de la curva,el area A pedida es

2 2
A:2/ 3.4/1- L dr.
L 4

Esta integral, como en el caso anterior, se calcula usando el cambio de variable:

r =2cosf
dr = —2senfdo.

Este cambio de variable implica el siguiente cambio en los limites de integracion:

r=2 <= cosf=1 «<— 0=0.
r=-2 <= cosf=-1 < 0=—
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Figura 7.4: Gréfico de una elipse

Entonces nos queda:

0 0
A= 6/ senf(—2senf)dh = —12/ sen? 0 df

—Tr —Tr

0
1-— 26 12
= —12/ 7(:208 d@ = —E(TF) = 671'.

—T

b) En virtud de la simetria de la curva, el drea de la elipse es 44 donde A es el
area bajo la curva en el primer cuadrante. Las ecuaciones paramétricas de la

elipse son:
y = 3senf
xr = 2cosf, 0§0§g
Como dx = —2senfdf el area queda expresada en la forma:

2 w/2
A= / y(x)de = —/ 3sen #(—2send)db
0 0

w/2 w/2 w/2 1 — 2
:6/ smﬁ&w:6/i(1—w§HM9:6/ -—J§i—w
0 0 0

sen 20]7r/2 B 3_77
2 Jo 27

Asi, el area encerrada por la elipse es 4A = 6.

:3@—
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3. Calcule el drea comprendida entre la curva y = e~ 171, el eje X y las rectas z = —2 y
T =2.

Solucion:

1 2 3

Figura 7.5: Area comprendida entre y =0, z = —2, . = 2, y = e |7

Como y(x) = e~ I*l es una funcién par, ella es simétrica con respecto al eje Y.Entonces,

2 -2
Area =2 / e fdr = 2/ e'(—du)
0 0

— _2¢u ; — 202 -1)=2(1—e?).

4. Calcule el drea encerrada por la curva y = |senz| y el eje X cuando z € [0, 47].

™ 2w 3 4

Figura 7.6: Gréfico del drea comprendida entre y = |sen x|, el eje X, con z € [0, 47|
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Solucién:

™ 2m 3 4m
Area = / sen xdx + / —sen zdz + / senx + / (—senx)dx
0 T 2 3

—=24+24+2+2=38.

5. Calcule el drea encerrada por las curvas:

a) y=senz ,y = cosx cuando z € [0, 7].

b) y=senx ,y = |cosz| cuando x € [0, 7].

Solucién:

FSENS

—1+

Figura 7.7: Gréfico del area comprendida entre seno y coseno entre 0 y m

)

™

w/4
Area = —/ (sen z — cos x)dz +/ (senx — cos x)dx
0 /4
w/4
= —(—cosz —senx) .

V2 V2
(23]
=V2-1+V2+1
= 2V2

™
+ (—cosx — senx)

w/4

cos z, siz € [0,7/2]

y(w)==lcosw|=={

—cosx, siz € [n/2,7].
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/4 /2
Area =2- / (cosz —senx) + 2 - / (senz — cos z)dx
0 w/4
w/4
= 2 (senx + cos x) .

() ()

=2(vV2-1)+2(v2-1)=4(v2-1).

w/2

+2-(—cosxz —senx)

w/4

N
R

Figura 7.8: Gréfico del drea comprendida entre y = senz y y = |cosz|, con x entre Oy«

6. Calcule el drea comprendida entre las curvas y = 23, y = ¥/, y las rectas x = —1 y
T =3.

Solucién:
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)1 2 3

Figura 7.9: Grafico del drea comprendida entre y = 23, y = ¥/, y las rectas * = —1 y
z=3

Observemos que el drea entre las curvas en [—1,0] es igual al drea en [0, 1] . entonces
el area pedida es:

) (3 4) ()

7. Calcular el drea encerrada entre las curvas f(z) = 2% + 2% + 162 — 4 y
g(z) = 2* 4+ 622 + 8z + 4. Ejercicio propuesto en el libro de G.W. Bluman, ( ver
bibligrafia).
Solucion: Para evitar graficar los polinomios de cuarto grado, podemos trabajar
con la diferencia de los polinomios f — g. Para calcular el drea comprendida entre
ambas curvas debemos conocer los puntos de interseccién de ambas curvas lo que es
equivalente a conocer las raices del polinomio f — g.

(f —g)(z) =23 — 62% + 8z = z(z — 2)(z — 4).
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fl)—g(x) =0 <= z(x—-2)(x—4) =0 <= x2=0 6 =2 6 = =4.
Por lo tanto, el area, A, encerrada entre ambas curvas es la correspondiente cuando

4
x € [0,4]. Entonces, A = / |f(z) — g(z)|dz , para lo cual es necesario conocer el
0

signo de f — g.

Figura 7.10: Grafico del area encerrada entre el eje X e y = 2> — 622 + 8x

es positivosi 0 <z <2

es negativo si 2 <z < 4.

(f —9)(z) {

Asi, tenemos que:

2 4
A= /0 (f(2) — g(2))da + /2 (9(z) — f(2))da.
4

/02(f(x) —g(z)) = /02(333 — 622 + 8x)dx = (%
/24(9(3;) = /24(69”2 —2® = 8)do = (23:3 - %4 - 4962) ‘4 =4

2
—2x3+4x2> ‘0 4

Por lo tanto, el area pedida vale 8 unidades de area.

8. Calcule el drea acotada por la curva f(z), el eje X y las rectas v = -2y z = 2,
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donde:
T — |z si |z| es par
fy = [le-llsies
|z — [z +1]| si[z] es impar
Solucion:
Para graficar la funcién y visualizar la region cuya area queremos calcular, observe-
mos que:
» Si z€[-2,—1], entonces [z] = -2,
» Si z€[-1,0[, entonces [z] = —1,

» Si z€[0, 1], entonces [z] =0,

» Si x€[l,2[, entonces [z] =1.

Entonces,

|l —(=2)|=|z+2=2+2 size[-2,-1]

| — 0] = |x| = —x size[-1,0]
flz) = :

|lx — 0| =|z| == sizel0, 1]

lr—2=2—-2x siz e [1, 2

Del grafico vemos que el area es cuatro veces el area del tridngulo rectangulo de base
1 y altura 1. Es decir,

Area=4.- =2.

9. Calcule el area de la regién del plano acotada por las curvas y = e, y = e~ % y las
rectas z = -1y x=1.
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Figura 7.11: Grafico del area acotada por por las curvas y = €%, y = e~ * y las rectas
r=—-1lyx=1.

Solucién:

A= /0 (€™ — e™)dx + /Ol(efv e ")da.

-1
0 0
-/(e_x—ex)dx:—e_x—efc)‘_ =—1l-14elte=c+e -2
! 1
-/0(em—e_m):(em+e_m)|0:e+e_1—(1+1)):e+e_1—2.

Por lo tanto, el drea pedidaes: e+e 1 +e+e ! —4=2(e+e! —2).

10. Calcule el drea de la region del plano acotada por las curvas y = coshz e y =2 .
Solucién:
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—9 1 1

Figura 7.12: Grafico del area entre y = coshx e y = 2

Sea zy tal que coshxzg = 2.

xo = arccosh (2) <= 2=coshzy <= z¢=In(2+V3).

zo

A

Zo
2/ (2 — coshz)dr = 2(2z — senh x) .
0

= 2(2x9 — senh xy).
Usando la identidad fundamental de las funciones hiperbdlicas:

cosh? z — senh? z = 1,

tenemos que:
senh? To = cosh? g+ 1=05.

Por lo tanto, el drea pedida vale: 2(21n(2 + v/5) — v/5).

3
11. Demuestre que el area de la regién acotada por la curva llamada astroide es 3™

Sus ecuaciones paramétricas son:

x(t) = 2 cos®t , t €[0,27].
y(t) = 2sen’t | t € [0, 27].
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Su ecuacién en coordenadas cartesianas es z2/3 + y?/3 = 2%/3,
Solucion:

Figura 7.13: Astroide

Usando la simetria de la curva tenemos que:

2
Area = 4/ y(x) dz.
0
Escribiendo la integral en términos del pardmetro ¢, nos queda:

2 w/2
Area = 4/0 y(m(t))dfiit) dt = —4/0 2sen’ t - 6 cos® t(— sen t)dt.

Asi,

w/2 /2
A= 48/ sen? t cos? dt = 48/ sen? t(1 — sen®t) dt
0 0

w/2 /2
= 48 / sen? tdt —/ sen tdt | . (7.5)
0 0

Para calcular cada una de las integrales que nos conduciran al valor del area, usare-
mos las férmulas de reduccién estudiadas en el capitulo 5.

sen” lxcosr n—1

I, = /sen" zdr = — + I, _o.
n n




7.1. CALCULO DE AREAS

651
/2 54 cost /2 5 (/2 5 (/2
/ sen® tdt = _ Sel teost + = / sent tdt = = / sen? tdt.
0 6 6 Jo 6 Jo
0
Ahora calculamos,

/2 3¢ ¢ /2 w/2 w/2
/ sen? tdt = _Sen teost + § / sen? tdt = § / sen? tdt.
Finalmente,
w/ /2 q 2% 1 [7/2
/ sen? tdt = / s s dt = r_Z / cos 2t dt
0 4 2
1 1 [7/? 1 ["
% 55/ (cos2t) - 2dt = Z_Z/O cosvdy = =~
Por lo tanto,

w/2
/ sen’ tdt = § .
0 4

Reemplazando los valores de las integrales en la ecuacién 7.5 obtenemos el valos
pedido:

1

12. Encuentre n € N tal que el drea encerrada por las curvas 2" y z1/™ sea igual a —
Solucion:

Estas curvas encierran édrea sélo si z € [0, 1]

1 1 1
A = / (/" — 2™V dx = / " dr — / x"dr =
0 0 0

B z(/n)+1 P ' 1 1 n 1 n-1
S {(A/n)+1 n+1 . n+l n+1 n4+1 n+l n+1
n

i 1
Como queremos que el area sea igual a —, debemos resolver la ecuacién

n—l_l
n+1 2

lo que da el valor n = 3.
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13. ;Cual es el area A; comprendida entre la curva y = xsenx , el eje X y las abscisas

x=krnyx=((k+1)r?k=0,1,2,......
Calcule el drea A, comprendida entre las abscisas 0 y nw. Solucién:
Observemos que el area pedida. es

nm
A:/ x| sen z| dzx.
0
Como z es positiva en el intervalo de integracién, basta analizar el signo de senzx .
{es positiva si  x € [2k7, (2k + 1)7]
sen x

es negativa si  x € [(2k + 1), 2kn].

La integral
(k+1)m
I = / x sen xdx,
k

Y

se calcula por partes y obtenemos:

(k+1)7 (k+1)7
I, = —x-cosx +/ cosrdr =
km km
(k+1)m
= —(k+ 1)mcos(k + 1)m + km coskm + senz
km

= —(k + 1) [cos(km) cos m — sen km sen 71| + k7 cos(km) =
= (k+ 1)mwcos(km) + km cos(km) = (2k + 1)7 cos(km)
= (—=1)*(2k + D)x.

Ya que cos km = (—1)¥. Como se trata de calcular el 4rea tenemos,
A = |Ix] = 2k + D)7
Para calcular el area comprendida entre 0 y n7 observemos que:

Si n=1, area = m.
n =2 area = w+ 3w = 4.
n=3 é&area =nw+3n+57 =097
n=4 &area =n+37+57+ 77 =167
n=2>5 é&drea =m+3m+ 57+ Tn+ 91 = 257.

Con estos calculos podemos intuir que
A, = n’r.

Esto puede ser demostrado por induccion y se deja al estudiante.
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0
14. Calcular el area encerrada por la curva polar » = sen <§>, estudiada en la seccién

7?7 ejemplo 4.6.19.

Soluciéon: Sabemos que el area encerrada por una curva en coordenadas polares
estd determinada por:

b
1
A= / §r2d9 ;[a,b] intervalo de variacién de 0

En nuestro caso la curva existe en el intervalo [0, 4], pero debemos restar algunas
areas que se repiten:

us

4 > 3r 4
A= L / sen? 4 de — / * sen? o dg — / " sen? 0 dg — / sen? 4 de
21 /o 2 0 2 3, 2 In 2

2

1] [ 3 3T 4m
=1 {/o (1 — cos(0))db — /0 (1 —cos(0))do — /§ (1 —cos(0))dd — /%7r (1-— cos(@))d@}

47 5 ' %W 4
— (6 —sen(f))| — (6 —sen(0))
0

5) ) 3 3 7 7
+1-— |:<§7[' — sen 577) - (577 — sen 5%)] — [(47r —-0) — <§7r —sen o

+1—§ +Sen§7r+§ﬂ—sen§7r—47r+z7r—senz7r
27" 2" Ty 2 2 2

1
21{47['—

1

1 1
:Z{2n+1+1+1+1}21{2ﬂ+4}:gﬂ

(G Y
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Ejercicios propuestos

1. Calcular el drea encerrada por la curva y = senx y el eje X si x € [0,2n]. R: 4
unidades de area.

m

"ey = am,

2. Demuestre que el area de la regién encerrada por las curvas y = x
n—m

—————— unidades de area, si n > m.
(m+1)(n+1)

n,m € N es

de un sector circular Calcular usando integral, el area del sector circular de radio r y dngulo ta. circunfe-
rencia de rad

3. Demuestre que el area de la region encerrada por un arco de la cicloide y el eje X
es 3ma? unidades de 4rea. Las ecuaciones paramétricas de esta curva son :

{:c = a(f —sen0)
y = a(l — cosf)

donde a es una constante positiva y 6 € R.

Figura 7.14: Cicloide, a = 1

4. Verifique que el drea encerrada por la curva llamada deltoide es 27b? unidades de
area. Las ecuaciones paramétricas de la curva son:

(t)

x (2cost + cos2t)
y(t)

=b
=0b(2sent —sen2t), b>0.
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w

Figura 7.15: Deltoide

5. Las cuatro ecuaciones siguientes representan variantes de una cardioide:

r = 2a(1 £ cos )
r=2a(l +send), a>0.

Elija una de las ecuaciones y verifique que el drea encerrada por la curva es 6ma?
unidades de area.

6. Calcule el area de la regién comprendida entre las dos cardioides: r = 2a(1 + cos )
y = 2a(l — cos )
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7.2. Calculo de longitudes de curvas

7.2.1. Calculo de longitudes de curvas en coordenadas rectangulares
Nuestro objetivo es ahora calcular la longitud del grafico de la curva f entre a y b.

Supongamos que f : [a,b] — R es una funcién con derivada continua.
Consideremos pa particién del intervalo [a, b]:

{a,a+b_a,a+2b yoeyat+(n—1)
n

Si denotamos por L; la longitud de la poligonal entre [t;_1, f(ti—1)] v [ti, f(t;)] con i =
1,2,...,n, tenemos

Li = \/(ti — tim1)? + (f(t:) — f(tim1))?
El teorema del valor medio asegura la existencia de un nidmero ¢; € [t;_1,t;], tal que:
f(ts) = f(ticn) = f'(eo)(ti — tiza).
Asi,

Li = ‘ti — ti—l’\/ 1 + (f/(Ci))z.

Por lo tanto, la longitud de la poligonal es
D i = tia V14 (F(e)2. (7.6)
i=1

Como f tiene derivada continua, entonces la funcién g(z) = /1 + (f’(x))? definida sobre
[a,b] y con valores en R es continua y por lo tanto integrable. La ecuacién 7.6 es una suma
de Riemann de g, asi cuando n — 400, dichas sumas convergen hacia la integral de g.

b n
[ steyiz = tim 3 i~ tualg(e).

i=1
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En consecuencia, la longitud de la curva f entre z =a y = b es:

b
Ly —/ V14 (f'(x))? da.

Esta ultima férmula representa la manera de calcular la longitud de un gréafico de una
funcién.

Ejemplo 7.2.1 Calcularemos la longitud de un circulo centrado en el origen y de radio
r.
Sea f(x)=+vr?—a2, —r<az<r

Por lo tanto,

r 22 r r2 r dx
L :/ 1+7d3::/ ——dx=r —_—
r= ] e Ne—2 Y

Si consideramos el cambio de variable rv = z, entonces rdv = dx, lo que implica

/Tdiw_,ﬁ/l@ #_rfL
RV —) 1T /1 —w? VI =02

Haciendo nuevamente un cambio de variable:

v =senb

dv = cos 0 db,
la integral se reduce a :

/2
7‘/#/2 dﬁzr(g—(—g)) =TT,

Por lo tanto,

L T /T 7dw r
= . =Trm
f e Vr?2— g2

Ya que el circulo tiene dos veces esta longitud se cumple que

Longitud del circulo = 27r.
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7.2.2. Calculo de longitudes de curvas dadas por ecuaciones paramétri-
cas

En esta seccién vamos a calcular longitudes de arco de curvas expresadas mediante
ecuaciones paramétricas. Para ello se recomienda al estudiante recordar lo visto en la
subseccion ??7 del capitulo 4 para graficar este tipo de curvas. Consideremos la curva
parametrizada:

De lo visto en la seccién anterior, sabemos que la longitud de la curva y = h(z) en [a, b]
estd dada por:

_ /b 1+ (W ()2 da,

d dy/dt
donde a = f(to) y b= f(t1). Como I (x) = % = di?dt

entonces,

dy/dt
L = 1 ! =
/\/ + (W (x))?dx = / 14 d/dt

bat | (dx dy b [ rde\? [dy\?
dx (E) *(E) = | (a) + () @

Donde,

Ejemplo 7.2.2 Calcular la longitud de arco de la curva

r=13+1
y=2t92 -4, 1<t<3
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Solucién: Tenemos 2’ = 3t2 ,y' = 9t"/2. Luego,

3 3
L—/ \/9t4+81t7dt—3/ t27/1 + 9t3dt
1

1
Usando el cambio de variable :

w =149, du=27t%dt,

1 3 1 244
L= —/ 27t3\/1 4 9t3dt = —/ Vudu

9 /1 9 Jio
12 3/2)244 2 3\3/2 ‘3

==.Z. =_—(149¢ =
9 3 b 10 27( + )

_ 2 3/2 3/2

- - ((244) 10 )

Ejemplo 7.2.3 Encuentre la longitud del arco de la cicloide:

x = a(f — sen )
y =a(l —cosb).

Solucion:

2w dz\ 2 dy2
- ﬂ@)%%)d@
2

T 2m
=a V(1 = cos0)2 + sen2d = a V1 —2cosf+ 1do =

0 0

27 27
=a V2 —2cos0df = v 2a v'1 — cos0do.

0 0

Para calcular esta integral usaremos la férmula trigonométrica

sen <g> :Hw = /2 sen (g) =1 —cosb.

659

0 de
Usando el cambio de variable: u = 5 entonces du = 5 8 decir, 2du = df. Entonces

nos queda:

27 i
L:\/§a-/ ﬂsengd9:2a-/ senu - 2du
0 0

™

= 4a(— cosu) 0= 8a.
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7.2.3. Calculo de longitudes de curvas en coordenadas polares

Vamos ahora a obtener una férmula explicita para la longitud de una curva en coor-
denadas polares.

Como ya sabemos

x(0) = rcosf
y(f) = r sen 6.

Si r = f(f) entonces:

x(0) = f(@)cosb ,j—:; = f'(6) cos O — f(0)send
y(0) = f(0)senf ,% = f'(0)sen @ + f(0) cos b

y, entonces

. /@N () -

01
= /6 \/(ff(e) cos 0 — f(0) sen0)* + (f(0) sen 6 — f(0) cos, 0)*d =

01
s = /60 V(f(0)2) + 2d¢9—/0 (2 + d@ de

que es la expresion buscada.

Ejemplo 7.2.4 Encuentre la longitud de arco de la curva: » = 3¢%!,0 € [0,7/6] en el
plano (z,y).

Solucién:

/6 /6
5 = / v/ 9e4? 4 36e49dh = / V45e49d6
0 0

7r/6 3 71'/6
=35 / e*df = (—\/5e29> =
0 2 0
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Ejercicios resueltos
1. Calcule la longitud de un circulo, usando:

a) Su ecuacién en coordenadas rectangulares.

b) Sus ecuaciones paramétricas.

Solucién:

a) 2+ =12 = 2 =12 —2? = yla) = £Vr2—22; —r <2 <1
T

Usando la simetria de la curva: L = 2 / V1+ (f'(z))%dx; con f(x) =
—r

—2z -
Vr?2 — 22 Lo cuél implica que: f/(z) = =
f(@) 212 — 22 VrZ — a2

r 5112 T r
L:2/ \[1+ 5——5de=2- ——dx
—r r2 — a2 —_r Vre — g2

Usando la sustitucién,z = rsen @, dx = r cos 0df

Por lo tanto:

/2y pcosOdo /2 T T
L=2 _— = 2r dd=2r = — (= = 27r
/—W/Q Vr2 —r2sen? —r/2 ( ( ))

b) Las ecuaciones paramétricas del circulo son:

{l’(t) =rcost,y(t) = rsent,t € [0, 27|

, 2 dz\? dy 2
A81,L—/O \/(E) +<E> dt =

2 27
= \/(—r sent)? 4 (rcost)?dt = / rdt = 2.
0 0

2. Calcule la longitud de las siguientes curvas en un intervalo cualquiera [0, z].

a) La catenaria: y = coshx

b) La pardbola: y = 22

¢) La pardbola semiciibica: y = x3/2
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Solucion:
a)
L= / V14 (Y (z))?dx = / V1 +senh?z =
0 0

= / coshxdx = senh x| =senhz
0

0

b) L—/Ox\/l—k(y’)?du—/Ox\/l—i—élu?dv

Sea 2u = senhv — 1+ 4v%2 = 1 + senh? v = cosh? v
2du = cosh vdv

x arcsenh (2z) h
/ V1+4v2do = / (coshv) - O gy =
0 0 2

1 arcsenh (2z)
= 5/ cosh?(v)dv = I
0

Como cosh(2v) = cosh? v + senh? v =

= cosh?v + cosh?v — 1 = 2cosh?v — 1
h(2 1
_, cos (211) +1_ (cosh v)?

1 [arcsenh (2z) 1 h(2
/ + cosh(2v) do —
0

I = -
2 2

1 1 [arcsenh (2z)
= —arcsenh (2x) + - / cosh(2v)dv
4 1/

1 1
I = Zarcsenh (2x) + 3 senh(2 - arcsenh (2x))

¢) Siy = 23?2, entonces ¢/ = gml/z.Luegoz

9
1+ (y)* = 14 7
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L:/O \/1+§udu

9
S =14=
ea v +4u

Por lo tanto,

Entonces dv = %du

Luego,

1+ 9% 4
= ! \/6 . §d’U

3. Calcule la longitud de la curva dada por:

z(t) = e cost

y(t) = e 'sent , t €[0,7/2].

Solucién:
2'(t) = —e"tcost — e tsent
y'(t) = —etsent + e tcost

(@' (£))2+ (' (1))? = e % cos® t+2e % cos t sen t+e % sen? t+e 2 sen? t—2e " sen t cos t+
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e 2 cos?t = 2e 2

/W/Q\/(m'(t)) + (y/(t))2dt = / V2e—2tdt =
0

= \/7/ e tdt u=—t,du= —dt

—7/2

—m/2 —7/2
—f/ —du) f/ o = 3| -
= —f[e‘m —1] = Vo[l - e/

4. Demuestre que la longitud de la curva llamada astroide es 12. Sus ecuaciones pa-
ramétricas son:

z(t) = 2 cos®t
y(t) = 2sent | t € [0, 27].

Su ecuacién en coordenadas cartesianas es a;Q/ 3 2/ 3 — 92/3,

2T
Solucién: L = V(' ()2 + (y(t))2dt
0
2'(t) = —6cos?tsent = (2/(t))? = 36 cos tsen?t
y'(t) = 6sen?tcost = (y/(t))* = 36sent cos?t

V(@2 + ()2 = V/36cost tsen? t + 36sen? tcos? t =
= 64/cos? tsen2 t(cos? +sen2t) = 6 - Vcos? t sen? ¢

= 6| costsent|

Sea h(t) = costsent.

3
Esta funcién es > 0sit € [0,7/2[,< 0sit € [n/2,n], >0sit e [77, ;] y <0 si

t e [37%,277}
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™

2w /2
Asi, L = / 6|sentcost|dt =6 - / sent cos tdt — 6/ sen t cos tdt+
0 0 s

/2
3m/2 2m
6/ sent cos tdt—6/ sen t cos tdt
vy

37
2

Siu =sent, du = costdt

1 0 -1 0
Porlotanto,L—G-/ udu—ﬁ-/udu—i—G/ udu—G/ udu
0 1 0 -1
1 1 0 0
:6-/ udu+6/ udu—6/ udu—G/ udu, =
0 0 1 -1

1 0 w2 |t 210
:12-/udu—12/ uduy =12 - —
0 —1 2

u
—12. —
2
—121 12-10 L =6+6=12
N 2 2) T

1

0

5. Demuestre que la longitud de la curva llamada cardioide es 16a. Sus ecuaciones
paramétricas son:

x(t) = 2a cost(1 + cost)
y(t) = 2a sent(1 + cost) , t € [0,2m].

Su ecuacién en coordenadas cartesianas es (22 4 3? — 2az)? = 4a%(2? + 3?).

'(t) = —2asent — 4asentcost = —2asent — 2a sen(2t)

T
Solucién:
otucion y/(t) = 2a.cost + 2acos?t — 2asen?t = 2a cost + 2a cos(2t)

Asi,

(2'(t))* + (4 (t))* = 4a®sen® t + 8a” sen t sen(2t)

+ 4a” sen®(2t) + 4a® cos® t 4 8a? cost cos?(2t) 4 4a? cos?(2t)
(z'(t))® + (/' (t))? = 4a® + 8a®(cost cos 2t + sen t sen 2t) + 4a>

= 8a® + 8a? cos(t)

= 8a*(1 + cost)

t
= 8a%-2cos? (=) .
a cos <2>
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2T 2T 2T
Asi, L = V(@) + (y)%dt = / V1642 cos?(t/2) = / 4al cos(t/2)|dt =
0 0 0
s 2T
= 4a/ cos(t/2)dt — 4a/ cos(t/2)dt
0 T
2v=1=2dv=dt
/2 T
L= 4a/ cosv - 2dv — 4a/ cos(v) - 2dv
0 ™

/2
w/2

— 8asenv

™
L = 8asenv

0 /2

= 16a.

6. Verificar que el calculo de la longitud de la curva r = sen (%), da origen a una integral
eliptica.

Solucion: Del estudio de esta curva hecho en la seccion 77, ejemplo 4.6.19 tenemos
que:

dy 1 0 0
=3 sen(6) cos (§> + sen (§> cos(f)

de 1 0 0
0 = 508 <§> cos(f) — sen(f) sen <§>

Entonces:

(%) (%) -

! 0 0 2 + 0 o + i 0 2
- cos 5 cost —senfsen o —sen f cos — + sen — cos
2 2 2 2 2

2 - — —
COS 2 COS 9 + sen 9 sen B COS B cos 6 sen 6 sen — B +

29

0 29 +
sen? § cos? sen
2 2

1
4
1 0 0

1 cos? 0 + sen 6 cos 3 sen 3 cos 6
1 0 0

= = cos® 3 [0052 6 + sen?® 6?] + sen? 3 [0082 6 + sen’® 6’]

= — coS 9+Sen2€
N 2 2

—

e
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Luego la longitud L de la curva es:

4
1 0 0
L= / \/Z cos? 5T sen? §d9 ~~ 9,688448224 unidades (7.7)
0

Nota:La integral L. es una integral eliptica, para resolverla se utiliz6 un método
numeérico.
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7.3. Volumenes y areas de superficies de sélidos de revolu-
cion

Definiciéon 7.3.1 Llamaremos sdlido de revoluciéon a la figura que se obtiene al girar
una regién plana ( dos dimensiones) en torno a un eje de rotacién que esté fijo.

Ejemplo 7.3.2 Los sélidos de revolucion mas simples son:

1. El cilindro circular recto, que se obtiene al girar un rectdngulo en torno a uno de
sus lados que se mantiene inmévil.

2. El cono circular recto, que se obtiene al girar un tridngulo sobre uno de sus lados.
3. La esfera se genera al girar una circunferencia en torno a su didmetro.

4. El toro se genera cuando un circulo rota en torno a un eje externo a él.

Nuestro objetivo es calcular los volimenes de sélidos de revolucién que se generan al girar
una regién cualquiera del plano XY en torno a un eje de rotacion.

7.3.1. Meétodo de los discos

Teorema 7.3.3 Sea f : [a,b] — R una funcién continua y positiva. Entonces el volumen
del sélido que se obtiene al girar la regién R:

R={(z,y):x €[a,b],0<y< f(x) }

en torno al eje X estd dado por la formula:

V:ﬂ/ab {f(a:)r dzx.

Demostracion:

a b
Si hacemos rotar el grafico de f en torno al eje x obtenemos una superficie en el espacio
tridimensional, Sy C R3.
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Vamos a calcular el volumen de esta superficie Sy.

. a . .
Seat; =a+i coni=0,1,...,n. En [t;_1,¢;] consideremos un punto ¢; y entonces

n

el rectangulo de base t; — t;—1 y altura f(c¢;). Al rotar este rectangulo alrededor del eje z,
n

tenemos un cilindro de volumen 7(f(c;))?(t; — t;_1) y entonces Z 7(f(ci)?(t; — tii1) es
i=1

una aproximacién del volumen de Sy. En general si g(z) = m(f(x))?, entonces denotando

por P, la particién {tg,t1,...,t,} tenemos

I(ng) < Zﬂ(f(cz’))2(ti - ti—l) < S(Pn7g)
=1

asi que si n — 00,
b
V(s = [ (7la)Pd.
O

Observacién 7.3.4 Este método se puede usar, también, para calcular el volumen del
sélido de revolucién obtenido al rotar una curva, definida por la funcién y = f(z), a <
x < b, alrededor de una recta y = yp. La tnica condiciéon es que la recta y la curva no se
intersecten. En este caso el volumen requerido es

b
V(s = [ (o~ f(@)?da.

7.3.2. Meétodo de las cortezas o cilindros

Ahora calcularemos el volumen del sélido de revolucién obtenido al rotar una curva
alrededor del eje Y.

Teorema 7.3.5 Sea f : [a,b] — R una funcién continua y positiva. Entonces el volumen
del sélido que se obtiene al girar la regién R:

R={(z,y):x €la,b],0<y < f(x) }
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en torno al eje Y estd dado por la formula:

b
V(S)) = 27r/ v () da.

Demostracién: Para calcular este volumen , el s6lido obtenido se divide en cortes cilindri-
cos que de alguna manera se asemejan a cortezas de arboles, que es de donde viene el nom-
bre del método. Un corte cilindrico es el sélido que se forma entre dos cilindros concéntricos.
Calculemos el volumen de un corte cilindrico formado por dos cilindros de radios r1yro,
como se muestra en la siguiente figura:

D
ANnaS

Tenemos:

= 27k (7’1;7’2> (rg—ry) Osi
T = T1+T2,Ar:r2—r1
2
V = 2rhrAr.

Notamos que 27T es el perimetro de la circunferencia de radio 7 y Ar es el ancho del corte.
El nimero h representa la altura de los cilindros.
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Sea P ={a =29 <x; <--- <z, = b} una particién de [a,b]. En cada [x;_1,x;] sean
&i,m; los puntos que satisfacen f(&;) < f(x) < f(n;) para cada x € [x;_1, 4].

Ahora, formamos dos cortes cilindricos de radios iguales z; y x;4; con alturas f(&;) y

)

f(n:). Aplicando la férmula anterior a cada corte cilindrico, tenemos los volimenes V (¢;
y V(T;) dados por:

T+ X1

V(t:) = 2rf(&) - 5

: (UCz - $¢—1)

V(T;) = 2m f(n) - % (s —wim1)

Por lo tanto, una aproximacién del volumen del sélido de revolucién es:

ZV( < V(Sy) §§_:
i =0

y la igualdad se verifica en el limite, siempre que la norma de la particion tienda a cero
con n — oo. Luego

b

V(Sy) = 277/ xf (z)dx

a

O

Observacién 7.3.6 Cuando la region esté acotada por lasrectasy = ¢ ,y =d , x = g(y)
y =0, con g(y) > 0 y el sélido de revolucién es el obtenido al rotar esta regién alrededor
del eje X, entonces el respectivo volumen es,

d
V(Sy) = 2%/ yg(y)dy.

Ejemplo 7.3.7 1. Laregién R estd acotada por y = 22,y = 0,2 = 3y se rota alrededor
del eje Y. Encuentre el volumen del sélido generado.
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Solucién:
_______ ] 9
3
f(x)=2% a=0,b=3
3 43
V(Sy) = 277/ 22 xdr = 27r—/
0 4 Jo
1
vish = r
2
2. La regién acotada por el eje X , el eje Y y la curva y = va? — 22 es rotada alrededor

del eje Y. Encuentre el volumen del sélido generado.

Solucién:

——
a

fla) = V@ =2
V(Sy) = 27T/ x-Va?— x?dr
0
= —7r/ —2xv a? — x2dzx.
0
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Usando el cambio de variable:

tenemos que el volumen es:

V(Sy) = -7 | Vudu

1
3. Laregién R acotada por el eje X, el eje Y , la recta y = 2 y la pardabola x = 3— ZyQ
es rotada alrededor del eje X. Encuentre el volumen generado.

Solucién:

7.3.3. Areas de superficies de revolucion

Vamos ahora a calcular el drea del sélido de revolucién Sy.
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Consideremos el segmento que une (¢;—1, f(t;—1)) v (¢, f(¢;)) y lo hacemos rotar en torno
del eje X.

Al hacer esta rotaciéon obtenemos un tronco de cono, cuya area es una aproximacién
del drea de la superficie, Sy, entre los puntos (¢;—1, f(ti—1)) ¥ (ti, f(t;)). La arista del cono
es

L= /(ti—tio1)? + (f(t:) — f(ti1))%
Consideremos un cono de radio basal r y altura lateral [. Este cono tiene area A. =

mT-r-l.

l

\!

Consideremos un cono y dos cortes en 71 y ro con altura Iy y [ + ;. De acuerdo a
nuestra férmula el drea del tronco del cono es 7(l + ly)re — wlyry.
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I l .
Como — = entonces, 1 = Tl% Por lo tanto, el area del tronco de cono es:
(& T —T1 27N
lry lrg —lrqy + lry Ir
7T<l—|— >T‘2—7Tl1’l“1=7‘(‘<—)7‘2—7‘(‘ 71
T —T1 Tg — T T — T
Ir3 wlr?
— 2 1
To —T1 To — 711
ry —11)(r2 + 171
:7rl( I ) =nl(ry+r1)

T2 ="

Asi, aplicando lo anterior, obtenemos que el tronco de cono de radios f(¢;) vy f(ti-1),
tiene area

TU(f(t:) + f(tic1)) = m(f () + f(tim))V/ (8 — tim1)? + (f(t:) — f(tim1))?
(f(ts) + Fia))V/ (i — tio1)? 4 f/(co)?(ti — tio1)?

(f(t:) + ftima) )V 1+ (f'(ci)* (i — tie1)-

Il
3
~

S~

Il
3

Por lo tanto, una aproximacién del drea de Sy es
A= "w(f () + Ft))VT+ (F ()2t — tia).
i=1

Podemos aproximar f(c;) = w, es decir,

A~ ZT(Qf(CZ‘)\/ 1+ (f’(Ci))2(tZ’ — ti—1)~
i=1
Por lo tanto, si g(z) = 2 f(x)\/1+ (f'(x))? se tiene en el limite

b
ASy) =2 [ f VI PP do

Ejemplo 7.3.8 Calcularemos el volumen y el area de una esfera de radio r.

Sea f(xz) = vr? — 22, entonces f'(x) = %(7"2 — 1‘2)_%(—2@.

g
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V—7T/ (r2—x2)daj—7r/ r2dx—7r/ 22dx

3
=

—r 3
= 7(rd 4+ 13) — g(rg +73) = 273 — 2%7‘3

T

-

6mr3 — 23 4r 5
= = —7r°,
3 3

dx

r 2
A:27r/ Vr2—a2\ 1+ 23; 5
. r2—x

T 2
= 27r/ VrZ — g2 " dr = 2 - r2r = 4772,
-T

2 _ g2

Ejercicios resueltos

2

1. a) Calcule el volumen de una esfera generada al girar el semicirculo 22 + y? = a2,

en torno a su didmetro.
b) Calcule el area de la superficie de la esfera considerada en (a).

Solucién:

Por lo tanto,

Asi,| V ==ma’|
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b
b) Area :27r/ F@)VIT (P @)2de.
Como f(x) = +va? — 22 entonces f'(z) = S Asf,

a2 — 2

$2 a2
FaVTH (@) = f@) - 14+ s = Va2 =y | 2

Por lo tanto,

A—27r/ adx = 4ra>.

—a
2. Encuentre el volumen del cono generado al rotar el tridngulo formado por los seg-

mentos de las rectas y = % conz € [—4,0] , z = —4 y el eje X:

a) en torno al eje X.

b) en torno a la recta x = —4.

Solucién:

a) En torno al eje X:

b 0 ,.2
- 20y — .
V—Tr/a(f(a:)) dz—ﬂ/_416d1

b) En torno a la recta x = —4:

Observemos que el volumen que se forma al rotar la curva x = 4y, y € [—1,0]
entorno a = —4 es el mismo que se forma al rotar la funcién en torno a x = 0.

’ 0 310 1 16
= 7T/ (f(y)?dy = ﬂ/ 16y2dy = 167 - | =167= = —n.
a —1 3 1-1 3 3
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3. Demuestre, usando integrales, que el volumen del cono truncado de radios r y Ry
h
altura h es 7r?(R2 + Rr +1?).

Solucion:
En primer lugar debemos determinar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos
0,r) y (h, R).

—T—R_T( —0) <~ _R-r +r
Yy - x Yy = h x .

v hiiR—r 2
V = 7r/ (f(a;))de:ﬂ/ < x—i—r) da
0 0 h
h o 2 .
= 7r/0 ((Rh T) x2+27*Rh rw+r2>dx:

- 2 3 h
S G DA el e
N h 3 h 0

[(R—1)? h_3
h? 3

+7r(R—r)h+ 7’2h] =

h h
=6 §(R2 —2rR+71?) + Rrh — r2h+r2h] = 7%(]%2 + Rr +1%).

4. Calcule el volumen del paraboloide circular generado al rotar el segmento de
parabola y = v/2z con x € [0, 3] en torno al eje X.
Solucién:

V= ﬂ/og(f(m))2dm _ 77/03(2:U)d:n

23
- -2—‘ = or.

5. Calcule el volumen del paraboloide circular generado al rotar el segmento de
pardbola y = 222 con x € [0, 3] en torno al eje Y.
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Solucién:

2 Yy Yy
18 2 18
) Yy
V= 7Y dy = Ja
”/o ( 2> Y W/o 2%
1y? 18 (2-9)° 2
g ¢« —_— . — J— 1
22‘0 r Y =slm

6. Demuestre que el volumen del elipsoide circular generado al rotar la semielipse

b22? + a’y? = a?b? en torno al eje X es gabzw.

a) Use coordenadas rectangulares.

b) Use las ecuaciones paramétricas de la elipse:
T =a cost
y="bsent;te[0,m].
Solucién:

a)

b2$3 a b2a3 b2a3
_ 2., 2 & — 2, 2 2 ) _[p2(_ -
—7T|:b$ a23]_a ﬂ[(ba a23> (b(a)+a23>]

b b dab® 4
= [ab2 - % + ab® — %] = ﬂaT = gab27r.

dx
b) — = —asent lo que implica dx = —asentdt.

Para calcular los limites de la integral en la variable ¢, observemos que: para
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t=0, z(0) = a, para t =m, z(m) = —a.

—a

0 0
= 7'(‘/ b?sen’t - (—asent)dt = —wabZ/ sen? t(sen t)dt
™ ™

T T 3¢
= mab? / (1 — cos®t) sentdt = —mab? cos t‘o + rab? < .
0
2 4
= 2nab® — gﬂabz = gﬂab2.

7. Calcule el volumen del hiperboloide generado al rotar el arco de la hipérbola 2% —
y2:1, con 0 <x<4,y>0,en torno al eje X.

a) Use coordenadas rectangulares.

b) Use las ecuaciones paramétricas de la hipérbola: = cosht , y = senht .

Solucién:

V=2-1y>0 = y=+z2-1.

Por lo tanto, el volumen pedido es:

V= 77/14(f(m))2d4m:7r/14(:c2—1)d:n
:7T<%3—w) :ﬂ[<%4—4>—(%—1>] :Wﬁ%+§] — 18

1
b) Parat =0, z(0) = 1, para t = arccosh4 <= ¢ = In(4 + /15). Ver subseccién
3.6.
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Luego el volumen pedido es:

V=mn

1n(4—|—\/ﬁ)
/ (senht)?(senh t)dt

0
/«1n(4—|—\/ﬁ)

=T

(=1 4 (cosh t)?) senh tdt
0

In(4++/15) In(44++/15)
= 7r/ —(senht)dt + 7r/ (cosh t)? senh tdt
0 0
In(4++/15)

In(4++/15) (cosh t)3

= 7(—(cosht)) + 3

0
= —n[d—1]+ g[43 — 1] = —37 + 217 = 187

8. Calcule el volumen y el drea de la superficie generada al girar el arco de f(x) en
torno al eje X.

a) f(z) =senz , x € [0,7/4].
b) f(xz)=cosz , x€[0,7/4].
¢) f(z)=expz , z€]0,1].
d) f(x)=coshz , € [0,1].

Solucién:

a)

w/4 w/4 1 9
V= 7'(‘/ (sen® x)dx = 7'(‘/ O
0 0 2

Haciendo el cambio de variable u =2z, du = 2dx tenemos,

w/4 w/4 2 /2 d

V:g/o dm—g/o cos(2m)d:n:%—g/0 cosu-g

2 77/”/2 J ™ /”/2 7T<7T 1)

- — — — = — — —sen =—|=- .
s 1), cosudy = — — - senu ; 1 (3

w/4 w/4 1 92 w/4 w/4
V:/ cos2wdx:7r/ M:f,/ dw+/ cos 2xdx
0 0 2 2 Jo 0
T
2

E+E_E(I+1)
2 4 4\2 ’
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1
V= 7r/ e dx.
0

Usando el cambio de variable: v = 2z, dv = 2dx, tenemos:

2 2
d
V—7T/ e”—v—E/ e”dv:E[eQ—l].
0 272, 2

! 'l h2
V= 7'(‘/ (coshz)?de == / ydm =
0 0

1 1 2
d
:g/o d:c—{—g/o coshQ:de:g—i—g/O coshv%)
T om 2

= §+Zsenhv’0:g+gsenh 2.

9. Calcule el volumen generado por rotacién de la region en el primer cuadrante aco-
tada por las curvas : 22 y /7.
Solucién:

Sea V; el volumen generado por y = 1/Z y sea Va el volumen generado por y = z2.

entonces el volumen pedido es V; — V5.

1 1 5
Vo = 7T/ (z%)%dx = 7T/ clde =2 =T,
0 0 5} 5
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7.4. Integrales elipticas e integracién numérica

En esta seccién sélo se pretende dar una idea muy general sobre las integrales elipticas
y un esbozo de los métodos mas elementales de integracion numerica. El objetivo es que el
estudiante sepa de dénde surgen y como deben ser tratadas estas integrales que aparecen
de una aplicacién muy basica de la integrales.

7.4.1. Integrales elipticas

En el capitulo 5 se muestran algunos métodos para calcular primitivas. Pero, exis-

ten funciones que siendo integrables no tienen una primitiva calculable explicitamente en
X

, . . . . . 2
términos de funciones elementales. Por ejemplo, las funciones — |, e™®

entre otras son

T
continuas, por lo tanto, integrables, pero sus integrales no pueden ser calculadas encon-
trando sus primitivas. Una familia de funciones que tienen esta particularidad son las que
constituyen las integrales elipticas.

El nombre de integral eliptica surge del hecho de ellas aparecen cuando se quiere
calcular la longitud de arco de una elipse. Veamos como.
Dada una elipse escrita en su forma candnica:

S+ =1

SL'2 y2
- 2

Calculemos la longitud de su perimetro usando la ecuacién dada en el capitulo 7, seccién
7.2. Al despejar y tenemos que:

— 72 b
—b2<a 1><:>y::|:— a? — 22
a

a2
Derivando con respecto a x nos queda:

dy b 1 b x
4 (%)=
dx a2\/a2_3;2( z) a /a2 — 12

Luego, la longitud de la curva estd determinada por:
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a

, entonces | queda determinada por:
2,.2
— Kz
=4 v 2 dz
(a? —x
a a2 _ k22
Ahora en / ———— dx hacemos la sustitucién trigonométrica:
0

(=7
r =asenb
dr = a cos 0d6.

Si hacemos xk =

Luego,

2 2 2 2

a? — 22 =a®—a’sen? = o*

cos? 0

Notar que cuando = 0 entonces 6 = 0 y cuando x = a tenemos que sen § =1 |
por lo tanto, 6 = g

Asi,

— K222 2 vVaZ — k2a2sen2f
v 2 dr = -acos@df
(a? —x acosf

:\/a_2/2 V1 —k?sen?6df
0
:a/2 V1 —Kk?sen26df.

0

Definicion 7.4.1 Llamaremos:

1. Integral eliptica de primera clase a una integral que se escribe como

L dt
/ — = F(x,L).
0 1 — k2%sen?t

2. Integral eliptica de segunda clase a una integral que tiene la forma
L
/ V1—k2sen?6df = E(k, L).
0
3. Integral eliptica de tercera clase una integral que se escribe como

/L df
0o (I1+nsen?6)v1— k?sen?d




7.4. INTEGRALES ELIPTICAS E INTEGRACION NUMERICA 685

Para poder resolver estas integrales se necesitan a métodos numéricos.

Ejemplo 7.4.2 1. Exprese la longitud de una elipse cuyos semiejes son 2 y 3 usando sus
ecuaciones paramétricas y clasifiquela ¢ de que tipo de integral eliptica es. Obtenga
alguna cota superior e inferior para la longitud de la elipse dada.

Solucion: Las ecuaciones paramétricas de la elipse dada son:

{x(t) = 2cost

y(t) =3sent, te0,2n].

Entonces,
Z'(t) = —2sent
y'(t) = 3cost

()2 + (/)2 =4sen®t+9cos’t = 4sen?t +9 — 9sen?t = 9 — 5sen?t.

Por lo tanto,

2 2 5 \/3
l= \/9—5se112tdt:3/ 1—§sen2tdt:E(?,27r).
0 0

Es una integral eliptica de segunda clase. Como 9 — 5sen®t > 9 — 5 = 4 entonces,

27 27 27
l = /9 — 5sen? tdt > V4dt = 47 Por otro lado, V9 — b5sen? tdt <
0

0 0
2

V9dt = 6. Asi, obtenemos que
0

47 < longitud de la elipse < 6.

2. Exprese la longitud de la sinusoide y = Asen(wz) en el intervalo [0,7], donde T es
el periodo, usando la notacién para integrales elipticas.

Solucién:

Yy = Aw cos(wx)

14 ()% = 1+ A%W? cos?(wz) = 1 + A%w? — A%w? sen(wz) =

A2,2
= (1 + A%?) [1 - 1—1—7;1‘)2& sen2(ww)] .

La longitud pedida es:

T T 42,2
l= / V1+ (y)de =1+ Azwz/ \/1 — 14—7:1‘)22 sen’(wx)dz.
0 0 w
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A20?

2 _
Llamando k° = m 5

la integral que expresa la longitud de la sinusoide puede

escribirse como:

T
=1+ A2w2/ V1 — K2sen?(wzx)de.
0

Asi vemos que la longitud de una sinusoide estd dada por una integral eliptica de
segunda clase.

7.4.2. Dos métodos numéricos de integracion

Muchas integrales , entre ellas las elipticas, s6lo pueden ser aproximadas mediante
métodos numeéricos. A continuacién mostraremos dos de ellos: la Regla del trapecio
y la Regla de Simpson. La particularidad que tienen estos métodos es que permiten
aproximar el valor de una integral definida sin conocer necesariamente todos los valores

de f(z).

Regla del trapecio

Este método permite aproximar una integral mediante una suma de Riemann muy
particular, que consiste en particionar el intervalo de integraciéon en una nimero finito
de subintervalos que serdn las bases de los trapecios de alturas f(z;—1) y f(x;), como
fue hecho en el problema resuelto 4b visto en la seccién 6.2. Mostraremos un ejemplo que
hemos sacado del trabajo de titulaciéon de J.C.Guajardo y J.Urrea.

Ejemplo 7.4.3 En el Rally mas importante de Chile, en donde compiten parejas de todo
el mundo, los representantes locales, el piloto John Urrea y el copiloto Juan Carlos Gua-

jardo han ganado la primera etapa con un tiempo de 1 hora y 15 minutos.

La siguiente tabla muestra las distintas velocidades que alcanzaron estos competidores:

Tiempols] Velocidad[m/s]

0 26,39
900 30,55
1800 12,50
2700 22,22

3600 45,83
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;,Cual fue la distancia aproximada que cubrieron en la primera etapa todos los participan-
tes del Rally?

V(m/s)
48 4

424
36
30 4

24 4

Figura 7.16: Grafico de Datos

Solucién: En primer lugar, ubicaremos en un gréfico (ver Figura 7.16) los seis pun-
tos correspondientes a los datos entregados. Luego, surgen dos importantes interrogantes;
,como unir de manera razonable estos seis puntos? y ;jcémo calcular el area de la region
resultante? Respecto a la primera pregunta, la forma mas elemental de unir estos puntos
es por medio de segmentos de recta. De esta manera, se puede observar que en la region
limitada por la gréfica y el eje X en el intervalo [0,4500] se tienen cinco trapecios. Asi,
teniendo en cuenta la segunda pregunta, el area de la region resultante serd la suma de
las areas de cada trapecio. Recordemos que el area de un trapecio de base b y de lados

paralelos hy y ho estd dada por:
hi+ hs
b
(")

Por lo tanto, el area total que queremos calcular, es decir, la distancia aproximada que
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cubrieron en la primera etapa los participantes del Rally es:

4y 1O +2f(900)900+ £(900) zf(1800)900+ f(1800)-£f(2700)900
| f(2700) JQF F(3600) 5

= [£(0) + 2£(900) + 2f(1800) + 2f(2700) + f(3600)]450
= (26,39 +2- 30,55+ 212,50 + 2 - 22,22 + 45, 83)450
= 202,76 - 450

= 91242

Por lo tanto, la distancia recorrida por los competidores en la primera etapa del Rally fue
de 91242 metros.

Regla de Simpson

Este método emplea segmentos parabdlicos en lugar de segmentos de recta. Igual que
antes, particionamos nuestro intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud, o sea,
Az = (b—a)/n; y donde esta vez n es un nimero par. Entonces, conectamos cada conjunto
de tres puntos consecutivos aproximando la curva y = f(z) > 0 por medio de un polino-
mio cuadrético, y como ya sabemos, los polinomios son faciles de integrar. Si y; = f(x;),
entonces P;(x;,y;) es el punto de la curva que esta sobre x;.

Con motivo de simplificar nuestros calculos, analizaremos el caso en que xg = —Ax,
x1 =0y xo = Ax, ver Figura 7.17.

Y

b,
Py ! P,
/‘/ \
| |
| |
|
|

I
I
I I
| |
I I
I I
I I
-AX 0 Ax

Figura 7.17: Regla de Simpson

La ecuacién de la parabola que pasa por los puntos Py, P, v P> es de la forma y =
Ax? + Bz + C; entonces el drea bajo la pardbola que va desde zg = —Az hasta x5 = Ax
es:
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Az 23 |8 72
/ (Az* + Bz + O)dz = A— + B—
—Ax 3 —Azx 2 —Ax —Azx
3 _ 3 2 _ 2
:A(Ax) —A( Ax) +B(A:U) —B( Ax)
3 3 2 2
+C(Ax) — C(—Ax)
3 3 2 2
_ A(Am) +A(Am) +B(Am) B B(Am)
3 3 2 2
+C(Az) + C(Ax)
3
= 2A% +2C(Ax)

_ %(A(Axf +6C)

Nz
+ Cx

Ax

Ahora, como la pardbola pasa por Po(—Az,y0), P1(0,y1) y P2(Az,ys2), tenemos:

yo = A(~=Az)? + B(—Az) + C = A(Ax)? — B(Az) +C
p=0C
y2 = A(Az)? + B(Az) +C

Luego:
Yo + 4y1 + y2 = 2A(Ax)* +6C

De esta forma, podemos expresar el area bajo la parabola de la siguiente manera:

L

3 (yo +4y1 + y2)

Como podemos observar, el drea bajo la parabola que pasa por los puntos Py, P v P,
desde x = z( hasta x = x5 no cambia si ésta la desplazamos en sentido horizontal. De esta
forma, el drea bajo la parabola que pasa por los puntos P, Py v P,, desde x = x5 hasta
r = w4 esta dada por:

Azx

3 (y2 + 4ys + ya)

De este modo, si calculamos las dreas bajo todas las pardabolas y sumamos los resulta-
dos, obtenemos:
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b
Az Ax
/ f(z)dr ~ T(yo +4y1 +y2) + T(Z/z +4yz +ya) + ...
Az
+?(yn—2 + 4yn—1 + yn)

_La

3

Esta es una aproximacién confiable para cualquier funcién continua.

(Yo +4y1 +2y2 +4ys +2ya + ... + 2yp—2 + dyn—1 + Yn)

Ejemplo 7.4.4 Resolveremos el mismo problema del ejemplo anterior 7.4.3 usando la
regla de Simpson. Utilizando n = 4, tenemos:

/3600 3600 — 0
f(z)de ~ 1 [£(0) 4+ 4£(900) + 2f(1800) + 4£(2700) + £(3600)]
. .

3600
= "5 (26,30 + 430,55 +2 15,50 + 4 22,22 + 45,36)
= 300(26,39 + 122,2 + 31 + 88,88 + 45, 36)
= 300 - 513,83
— 154149

Por lo tanto, la distancia recorrida por los competidores en la primera etapa del Rally
fue de 154149 metros.

Observacién 7.4.5 Por lo general, la regla de Simpson es més precisa que la regla del
Trapecio. Esto se debe a que la primera calcula el area debajo de pardbolas aproximantes
y la dltima calcula el drea debajo de rectas aproximantes. Es maés, la regla de Simpson
proporciona valores exactos de integrales para cualquier polinomio de grado 3 o menor.

A continuacién enunciaremos un teorema que permite aproximar integrales controlando el
error que se comete.

Teorema 7.4.6 Si f tiene derivadas continuas hasta el cuarto orden , entonces existe
i € (a,b) tal que la regla de Simpson con n = 2m subintervalos de [a,b] aproxima la
integral I madiante la relacién:

b m—1 m
I= [ f@ydemIs =5 [ @) +2 Y floa) 4 flaga) + 70|
a =1

j=1
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(b—a)

donde , a = 29 < 21 < ... < 9y, = b, h =
2m

y x; = xo + h para cada

7=0,1,...,2m. Con un error igual a

b b—a)® .
- [ 1= C2 )

n

Observacion 7.4.7 El teorema 7.4.6 permite acotar el error:

b (b—a)5
— <
|]S /a f| = T180nA K7

donde K es una cota de |f!V(z)| para = € [a,b].
La demostracion de este teorema puede verse en [?]

Ejercicios resueltos

1. Utilizando la férmula de Simpson, calcular la integral eliptica 7.7 del problema 6 del
capitulo 7 con un error menor o igual que £ = 0, 21.

Solucion: En este caso tenemos |,

4m A
1 0 0 1 9
L:/O \/100525—1—861125(19:5/0 1—|—3Sen2§d0, cona=0,b=4n.
T

Calcularemos el valor aproximado de I para luego al multiplicar este valor por % y

asi obtener el valor aproximado de la integral L pedida.
Tenemos entonces que en el intervalo de integracién, [0, 47, de I el integrando f(0) =

\/1+ 3sen? g admite derivada cuarta continua (esta derivada es muy extensa por

lo que se recomienda calcularla con un software matemético). Veamos el gréfico, de
|f1V ()| en la Figura 7.18.

Segtin el grafico se puede ver claramente que f/V estd acotada en [0,47] y que una
de sus cotas es K = 2,5, por lo tanto el niimero n de partes en el que hay que dividir
el intervalo [0, 47|, para asi garantizar un error menor o igual que € = 0, 21 es tal que:

(b—a)® (4m)°
< <
130nk K<e & 180n42’5_ 0,21
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Figura 7.18: Gréfico de | £V (6)]

O sea,
4r)5
L
"2 180021 2
Es decir, debemos tomar n > 11,99.. ., luego escogemos n = 12.
Luego,
b dr—0 4r  w
12 1203
Ahora encontremos el valor de:
m—1 5
f ng Zf w2j
7j=1 Jj=1

Calculemos los xo; para j € {1,...,5}

2
1‘2:$0+2h:0+2'zz—7r; ry = 4h =

3 3
x6:6h:6g:2n; rg = 8h =8

:cw:loh:m%:—w

Entonces;
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TTES T e e
f(za) = <47T> \/@ = \/HT
flxe) = f(2m) =

X (8 4

flas) = f (—w> = Jressenden 153
fz0) = ( > 1+3se112—7r_\/1+3 Z

Luego,

jZi;f(l‘Qj):f<§7T> +f(§77> +f(27r)+f<8 >+f<10 )

v13 13 \/13 v13
R R A R

=1+2v13

DO =
N = w w
[SV)

693

Ahora, para encontrar el valor de >0, f(z9;-1) = Z?Zl f(z2;—1) buscamos el valor

de x9;_1 para todo j € {1,...,6}.

$1=$o+h=0~l—g:—, m3—3h:3~g:7r
T 5 T 7
x5—5h—5‘§:§7r, x7_7h: gzgﬂ’

11

x9_9h_9%:37r; o1 = 11h = 11 57

Entonces,
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f(m)—f(%)—\/@_ 1+3&_g

Fz3) = f(m) = /1 +3sen2 L = VI3 1 =2

j=1
VT VT VT VT
5 t2t T 2+
=4+2V7

Ademds, f(a) = f(0) = 1y f(b) = f(4m) = 1

Reemplazando en la féormula tenemos:

I:g 1421 +2V13) +4(4 + 2V7) + 1| ~ 19,4039

Luego, % -1 =9,7019... que es una buena aproximacion para la integral L pedida.

Ejercicios propuestos
1. Exprese la longitud de la curva llamada trocoide dada por:

x(t) = at — bsent
y(t) = a—bceost , t €]0,L],

en términos de una integral eliptica de segunda clase.
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2. La longitud de arco de una hipérbola puede expresarse en términos de integrales
elipticas de primera y segunda clase. Ver A.Blank: Problemas de Calculo y Analisis
Matematico. Limusa-Wiley, 1971., pag. 201.
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de funciones, 767
puntualmente convergente, 769
uniformemente convergente, 769
de Maclaurin, 795
de potencias, 773
armonica, 776
armonica alternada, 776
convergencia, 773
diferenciacién, 772
integracién, 771
intervalo de convergencia, 775
producto, 780
radio de convergencia, 775
suma, 780
de seno, 798
de términos alternados, 740
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exponencial, 795
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geométrica, 83, 733, 798

geométrica de razén r, 84

hiperarménica, 736

Kummer, 751
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numéricas, 732

Polinomial, 765

producto, 747

Raabe, 752

suma, 732

suma parcial, 732

término general de, 732

Sucesién, 65

acotada, 66

convergente, 74

convergente no mondétona, 73
creciente, 65

de Fibonacci, 96

de nameros reales, 63
divergente, 67, 74
estrictamente creciente, 65
estrictamente decreciente, 65
monodtona, 66

monotona acotada, 69
monotona no acotada, 67

Suma
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inferior, 558
superior, 558
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Teorema
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de densidad de los ntimeros reales, 15
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de recurrencia, 64
de Riemann, 744
de Rolle, 317, 318
de Taylor, 792
de uninicidad del limite de una funcién,
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del coseno, 237, 239
del seno, 237, 239
del valor intermedio, 185
del valor intermedio o de Darboux, 180
del Valor Medio
para integrales, 599, 600
del valor medio de Cauchy, 341
del valor medio de Cauchy, 319
del valor medio de Lagrange, 318
interpretacién fisica, 318
del valor medio para dos funciones, 319
Fundamental de Célculo, 611
unicidad del limite, 74
Torre de pie
accesible, 246
inaccesible, 246
Traslacion de los ejes de coordenadas, 392
Tricotomia, 11

Valor absoluto, 34-36, 38—40, 42
Vecindad de un punto, 141
Velocidad, 483

inicial, 484

instantanea, 483

media, 483



